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Introducción

En este libro, solo prentendemos recoger de forma lo más exhaustiva posible, el material relativo a Estructuras Algebraicas que un estudiante de una ingeniería pueda necesitar.

Hay conceptos desde muy básicos a muy avanzados, muchos de ellos acompañados de ejemplos y ejercicios y problemas que ayudarán a mejorar la comprensión del material.

Se ha utilizado un código de colores (usando 🔴 y 🔴🔴) para indicar el nivel de dificultad de los ejercicios e incluso de algunas secciones más avanzadas.

Hemos intentado añadir múltiples ejemplos y aplicaciones de todos los contenidos, para que el lector pueda comprender el alcance de las estructuras algebraicas en ingeniería y en la vida cotidiana.




1 Preliminares

En este capítulo, repasamos los conceptos previos que el lector debe conocer para poder afrontar con garantías un curso de Estructuras algebraicas.


1.1 Teoría de conjuntos


En el corazón de las matemáticas, en la base misma sobre la que se erige gran parte del edificio lógico, encontramos la noción fundamental de conjunto. Un conjunto, en su esencia más simple, es una colección bien definida de objetos, que llamamos elementos. Aunque esta idea pueda parecer trivial a primera vista, su poder radica en su asombrosa generalidad y en la capacidad de formalizar la idea de “agrupar” entidades, ya sean números, letras, ideas abstractas o cualquier otra cosa que podamos imaginar. Los conjuntos son los ladrillos básicos con los que construimos estructuras matemáticas más complejas, desde los sistemas numéricos hasta los espacios abstractos, y su estudio constituye el punto de partida de la teoría de conjuntos, una rama esencial de las matemáticas modernas.

La relación primordial que define la interacción entre conjuntos y elementos es la pertenencia. Decimos que un objeto pertenece a un conjunto si está incluido dentro de la colección que define el conjunto. Esta relación, simbolizada por el signo ∈\in, es binaria: se da entre un elemento y un conjunto. Así, escribimos x∈Ax \in A para indicar que el elemento xx pertenece al conjunto AA, y x∉Ax \notin A para indicar que xx no pertenece a AA. La pertenencia es una relación fundamental, ya que define la esencia misma de un conjunto: un conjunto está completamente determinado por sus elementos. Dos conjuntos son iguales si y solo si tienen exactamente los mismos elementos.


Definición 1.1  


	Un conjunto es una colección bien definida de objetos.

	Los objetos que componen un conjunto se denominan elementos o miembros del conjunto.

	La relación de pertenencia se denota por ∈\in. Escribimos x∈Ax \in A para indicar que xx es un elemento del conjunto AA, y x∉Ax \notin A para indicar que xx no es un elemento de AA.





Los conjuntos pueden definirse de diversas maneras. Una forma común es la extensión, enumerando explícitamente todos sus elementos, encerrados entre llaves. Por ejemplo, A={1,2,3}A = \{1, 2, 3\} define el conjunto AA cuyos elementos son los números 1, 2 y 3. Otra forma es la comprensión, especificando una propiedad que caracteriza a los elementos del conjunto. Por ejemplo, B={x∈ℕ∣x es par}B = \{x \in \mathbb{N} \mid x \text{ es par}\} define el conjunto BB de todos los números naturales pares. Esta notación se lee como “el conjunto de todos los xx que pertenecen a los números naturales ℕ\mathbb{N} tales que xx es par”.

Dentro del universo de los conjuntos, existen algunos conjuntos especiales que juegan un papel fundamental por su ubicuidad y propiedades particulares. Entre ellos destacan el conjunto vacío y el conjunto universal.


Definición 1.2  


	El conjunto vacío, denotado por ⌀\varnothing o {}\{\}, es el conjunto que no contiene ningún elemento. Es único, y es subconjunto de cualquier otro conjunto.


	El conjunto universal, denotado por UU (o a veces 𝒰\mathcal{U} o EE), es un conjunto que contiene a todos los elementos del contexto o universo de discurso considerado. El conjunto universal no es único, y depende del contexto en el que se esté trabajando.






El conjunto vacío puede parecer un concepto abstracto y poco útil a primera vista, pero su introducción es crucial para la coherencia y completitud de la teoría de conjuntos. Piensa en él como el “cero” de los conjuntos: así como el cero es esencial en la aritmética, el conjunto vacío lo es en la teoría de conjuntos. Por ejemplo, si consideramos el conjunto de los números naturales pares mayores que 5 y menores que 4, este conjunto es vacío, ya que no existe ningún número natural que cumpla ambas condiciones simultáneamente.

El conjunto universal, por otro lado, actúa como el “contenedor” de todos los conjuntos que nos interesan en un contexto dado. Su naturaleza depende del problema que estemos abordando. Si trabajamos con números naturales, el conjunto universal podría ser ℕ\mathbb{N}. Si trabajamos con números reales, podría ser ℝ\mathbb{R}. En lógica proposicional, el conjunto universal podría ser el conjunto de todas las proposiciones posibles. El conjunto universal nos proporciona un marco de referencia para definir operaciones como el complemento de un conjunto.

Una de las mayores fortalezas de la teoría de conjuntos reside en la posibilidad de combinar y manipular conjuntos mediante operaciones. Estas operaciones nos permiten construir nuevos conjuntos a partir de conjuntos dados, explorando las relaciones entre ellos y desvelando patrones y estructuras. Las operaciones básicas con conjuntos son la unión, la intersección, la diferencia y el complemento.


Definición 1.3 Sean AA y BB dos subconjuntos de un conjunto universal UU.


	La unión de AA y BB, denotada por A∪BA \cup B, es el conjunto que contiene todos los elementos que pertenecen a AA o a BB (o a ambos). Formalmente, A∪B={x∈U∣x∈A o x∈B}A \cup B = \{x \in U \mid x \in A \text{ o } x \in B\}.


	La intersección de AA y BB, denotada por A∩BA \cap B, es el conjunto que contiene todos los elementos que pertenecen tanto a AA como a BB. Formalmente, A∩B={x∈U∣x∈A y x∈B}A \cap B = \{x \in U \mid x \in A \text{ y } x \in B\}.


	La diferencia de AA y BB, denotada por A\BA \setminus B o A−BA - B, es el conjunto que contiene todos los elementos que pertenecen a AA pero no pertenecen a BB. Formalmente, A\B={x∈U∣x∈A y x∉B}A \setminus B = \{x \in U \mid x \in A \text{ y } x \notin B\}.


	El complementario o complemento de AA (respecto al conjunto universal UU), denotado por AcA^c o A¯\overline{A} o A′A', es el conjunto que contiene todos los elementos del conjunto universal UU que no pertenecen a AA. Formalmente, Ac={x∈U∣x∉A}=U\AA^c = \{x \in U \mid x \notin A\} = U \setminus A.






La unión de conjuntos corresponde a la idea de “juntar” o “combinar” los elementos de dos o más conjuntos en uno solo. Si pensamos en conjuntos como colecciones de objetos, la unión sería como reunir todos los objetos en una única colección, sin repetir los que puedan estar presentes en más de un conjunto. Por ejemplo, si A={1,2,3}A = \{1, 2, 3\} y B={3,4,5}B = \{3, 4, 5\}, entonces A∪B={1,2,3,4,5}A \cup B = \{1, 2, 3, 4, 5\}.

La intersección, por otro lado, representa los elementos “comunes” a dos o más conjuntos. Es decir, la intersección contiene aquellos elementos que están presentes en todos los conjuntos que se intersectan. Siguiendo con el ejemplo anterior, A∩B={3}A \cap B = \{3\}, ya que el único elemento que pertenece tanto a AA como a BB es el número 3.

La diferencia nos permite “restar” elementos de un conjunto a otro. A\BA \setminus B contiene los elementos que están en AA pero no en BB. En nuestro ejemplo, A\B={1,2}A \setminus B = \{1, 2\}, ya que 1 y 2 están en AA pero no en BB. Notemos que la diferencia no es simétrica, en general A\B≠B\AA \setminus B \neq B \setminus A. En este caso, B\A={4,5}B \setminus A = \{4, 5\}.

El complemento es una operación unaria que se aplica a un solo conjunto, y siempre se define con respecto a un conjunto universal UU. El complemento de AA contiene todos los elementos de UU que “faltan” en AA. Si consideramos U={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}U = \{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10\} y A={1,2,3}A = \{1, 2, 3\}, entonces Ac={4,5,6,7,8,9,10}A^c = \{4, 5, 6, 7, 8, 9, 10\}.

Estas operaciones con conjuntos no son arbitrarias, sino que obedecen a una serie de propiedades algebraicas que facilitan su manipulación y simplificación de expresiones. Estas propiedades son análogas a las propiedades de las operaciones aritméticas (suma y producto) y de las operaciones lógicas (conjunción, disyunción, negación), lo que subraya la profunda conexión entre la teoría de conjuntos, la lógica y el álgebra.


Teorema 1.1 Sean AA, BB y CC subconjuntos de un conjunto universal UU. Se cumplen las siguientes propiedades:


	Conmutatividad:

	A∪B=B∪AA \cup B = B \cup A

	A∩B=B∩AA \cap B = B \cap A




	Asociatividad:

	(A∪B)∪C=A∪(B∪C)(A \cup B) \cup C = A \cup (B \cup C)

	(A∩B)∩C=A∩(B∩C)(A \cap B) \cap C = A \cap (B \cap C)




	Distributividad:

	A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C)A \cup (B \cap C) = (A \cup B) \cap (A \cup C)

	A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C)A \cap (B \cup C) = (A \cap B) \cup (A \cap C)




	Idempotencia:

	A∪A=AA \cup A = A

	A∩A=AA \cap A = A




	Identidad:

	A∪⌀=AA \cup \varnothing = A

	A∩U=AA \cap U = A

	A∪U=UA \cup U = U

	A∩⌀=⌀A \cap \varnothing = \varnothing




	Complemento:

	A∪Ac=UA \cup A^c = U

	A∩Ac=⌀A \cap A^c = \varnothing

	(Ac)c=A(A^c)^c = A

	⌀c=U\varnothing^c = U

	Uc=⌀U^c = \varnothing




	Leyes de De Morgan:

	(A∪B)c=Ac∩Bc(A \cup B)^c = A^c \cap B^c

	(A∩B)c=Ac∪Bc(A \cap B)^c = A^c \cup B^c




	Leyes de absorción:

	A∪(A∩B)=AA \cup (A \cap B) = A

	A∩(A∪B)=AA \cap (A \cup B) = A








Estas propiedades pueden demostrarse formalmente utilizando las definiciones de las operaciones de conjuntos y las reglas de la lógica proposicional. También pueden visualizarse intuitivamente mediante Diagramas de Venn, una herramienta gráfica muy útil para representar conjuntos y sus relaciones.

Los Diagramas de Venn son representaciones visuales de conjuntos mediante círculos (u otras formas cerradas) dentro de un rectángulo que representa el conjunto universal UU. Cada círculo representa un conjunto, y la posición relativa de los círculos muestra las posibles relaciones de intersección y unión entre ellos. La región dentro de un círculo representa los elementos que pertenecen al conjunto, mientras que la región fuera del círculo (pero dentro del rectángulo UU) representa los elementos que no pertenecen al conjunto (su complemento).

Los Diagramas de Venn son especialmente útiles para:


	Visualizar las operaciones con conjuntos: La unión de dos conjuntos se representa sombreando la región que cubre ambos círculos. La intersección se representa sombreando la región donde se superponen los círculos. La diferencia A\BA \setminus B se representa sombreando la parte de AA que no está superpuesta con BB. El complemento AcA^c se representa sombreando la región fuera del círculo de AA dentro del rectángulo UU.


	Verificar propiedades de las operaciones: Las propiedades algebraicas de las operaciones con conjuntos, como las leyes de De Morgan o la distributividad, pueden verificarse visualmente mediante Diagramas de Venn, sombreando las regiones correspondientes a cada lado de la igualdad y comprobando si coinciden.


	Resolver problemas de conjuntos: Los Diagramas de Venn pueden utilizarse para resolver problemas que involucran conjuntos, como determinar cardinalidades de uniones e intersecciones, o analizar relaciones de inclusión y exclusión.





1.1.1 Relaciones


Imagina por un momento el mundo que te rodea: personas que son amigas, números que son mayores que otros, conjuntos que se contienen mutuamente, tareas que deben preceder a otras. En cada uno de estos escenarios, y en muchísimos más, subyace la idea fundamental de una relación, un vínculo que especifica cómo interactúan o se asocian dos elementos. Las relaciones binarias son la formalización matemática de esta noción intuitiva de conexión, proporcionando un lenguaje preciso y muy potente para describir y analizar patrones de interrelación en cualquier dominio imaginable.


Definición 1.4 Una relación binaria ℛ\mathcal{R} definida en un conjunto AA es un subconjunto del producto cartesiano A×AA \times A, es decir, ℛ⊆A×A\mathcal{R} \subseteq A \times A.

Si (a,b)∈ℛ(a, b) \in \mathcal{R}, decimos que aa está relacionado con bb mediante ℛ\mathcal{R}, y lo denotamos por aℛba \mathcal{R} b. En caso contrario, si (a,b)∉ℛ(a, b) \notin \mathcal{R}, decimos que aa no está relacionado con bb mediante ℛ\mathcal{R}.




Esta definición, aparentemente sencilla, encierra una enorme generalidad. Si consideramos el caso particular donde A=BA = B, obtenemos las relaciones binarias en un conjunto, que son el foco de atención en muchas áreas de las matemáticas.



La ubicuidad de las relaciones binarias en matemáticas es asombrosa. Desde las operaciones aritméticas básicas como la suma y la multiplicación, que en esencia son relaciones entre tríos de números (por ejemplo, a+b=ca + b = c define una relación entre aa, bb y cc), hasta conceptos más abstractos como la equivalencia y el orden, las relaciones binarias son la columna vertebral de numerosas teorías y construcciones matemáticas. La relación “ser igual a”, simbolizada por ==, es quizás la relación binaria más fundamental, estableciendo un vínculo de identidad entre objetos matemáticos. La relación “ser menor que”, <<, ordena los números y nos permite compararlos. La relación “ser congruente módulo nn” (de la que hablaremos más adelante, en Sección 1.3) clasifica los enteros en categorías basadas en su resto al dividir por nn. Incluso la noción de función puede reinterpretarse bajo la lente de las relaciones binarias, como un tipo especial de relación que asocia a cada elemento de un conjunto de partida a lo sumo un elemento de un conjunto de llegada.

Algunas relaciones binarias notables que se dan en diversos contextos matemáticos incluyen:


	Relación de inclusión (⊆\subseteq) entre conjuntos: Dados dos conjuntos AA y BB, decimos que A⊆BA \subseteq B si todo elemento de AA es también elemento de BB. Esta relación se define en el conjunto potencia de cualquier conjunto SS, 𝒫(S)\mathcal{P}(S).


	Relación de divisibilidad (|\mathbin{|}) entre números enteros: Dados dos números enteros aa y bb, decimos que a|ba \mathbin{|} b si existe un entero kk tal que b=k⋅ab = k \cdot a. Esta relación se define en el conjunto de los números enteros ℤ\mathbb{Z} (o en subconjuntos como los números naturales ℕ\mathbb{N}).


	Relación de orden habitual (≤\leq) entre números: Dados dos números reales xx e yy, decimos que x≤yx \leq y si xx es menor o igual que yy. Esta relación se define en los conjuntos numéricos ℕ\mathbb{N}, ℤ\mathbb{Z}, ℚ\mathbb{Q}, ℝ\mathbb{R}.


	Relaciones geométricas: En geometría, el paralelismo (∥\parallel) y la perpendicularidad (⊥\perp) entre rectas en el plano son ejemplos de relaciones binarias. Dadas dos rectas rr y ss, podemos decir que r∥sr \parallel s (son paralelas) o r⊥sr \perp s (son perpendiculares).




Propiedades de las relaciones binarias

Las relaciones binarias pueden satisfacer diversas propiedades que las clasifican y les otorgan características específicas. A continuación, recordamos las propiedades más relevantes en el estudio de las relaciones de orden.

Sea ℛ\mathcal{R} una relación binaria definida en un conjunto AA.

Reflexividad: ℛ\mathcal{R} es reflexiva si para todo a∈Aa\in A, se cumple que aℛaa \mathcal{R} a.


Ejemplo 1.1 La relación “≤\leq” en ℝ\mathbb{R} es reflexiva, ya que para todo x∈ℝx \in \mathbb{R}, x≤xx \leq x.

La relación de divisibilidad en ℤ+\mathbb{Z}^+ también es reflexiva, ya que todo número natural se divide a sí mismo.

La relación entre rectas en el plano “ser perpendicular a” no es reflexiva (una recta no es perpendicular a sí misma).



Simetría: ℛ\mathcal{R} es simétrica si para todo a,b∈Aa, b \in A, se cumple que si aℛba \mathcal{R} b, entonces bℛab \mathcal{R} a.


Ejemplo 1.2 La relación “ser paralelo” (∥\parallel) entre rectas es simétrica, ya que si la recta rr es paralela a la recta ss, entonces ss es paralela a rr.

La relación “ser menor estrictamente” (<<) dentro de los números reales no es simétrica. Por ejemplo, 2<32<3 pero 3≮23\not< 2.



Antisimetría: ℛ\mathcal{R} es antisimétrica si para todo a,b∈Aa, b \in A, se cumple que si aℛba \mathcal{R} b y bℛab \mathcal{R} a, entonces a=ba = b.


Ejemplo 1.3 La relación “≤\leq” en ℝ\mathbb{R} es antisimétrica, ya que si x≤yx \leq y e y≤xy \leq x, entonces x=yx = y.

La relación de inclusión “⊆\subseteq” entre conjuntos también es antisimétrica, ya que si A⊆BA \subseteq B y B⊆AB \subseteq A, entonces A=BA = B.

La relación ℛ\mathcal R entre conjuntos “tener el mismo número de elementos” no es antisimétrica: los conjuntos L={a,b,c}L = \{a, b, c\} y N={1,2,3}N = \{1, 2, 3\} verifican la relación en ambos sentidos (LℛNL\mathcal R N y NℛLN\mathcal R L), pero, evidentemente, L≠NL\neq N.



Transitividad: ℛ\mathcal{R} es transitiva si para todo a,b,c∈Aa, b, c \in A, se cumple que si aℛba \mathcal{R} b y bℛcb \mathcal{R} c, entonces aℛca \mathcal{R} c.


Ejemplo 1.4 La relación “≤\leq” en ℝ\mathbb{R} es transitiva, ya que si x≤yx \leq y e y≤zy \leq z, entonces x≤zx \leq z.

La relación de divisibilidad en ℤ+\mathbb{Z}^+ es también transitiva, ya que si a|ba \mathbin{|} b y b|cb \mathbin{|} c, entonces a|ca \mathbin{|} c.



Conexión: ℛ\mathcal{R} es conexa (o total) si para todo a,b∈Aa, b \in A, se cumple que o bien aℛba \mathcal{R} b, o bien bℛab \mathcal{R} a (o ambas). Es decir, cualesquiera dos elementos de AA son comparables mediante la relación ℛ\mathcal{R}.


Ejemplo 1.5 La relación “≤\leq” en ℝ\mathbb{R} es conexa, ya que para cualesquiera dos números reales x,yx, y, o bien x≤yx \leq y, o bien y≤xy \leq x.

La relación de divisibilidad en ℤ+\mathbb{Z}^+ no es conexa, ya que, por ejemplo, 2|̸32 \mathbin{\not|} 3 y 3|̸23 \mathbin{\not|} 2.



El estudio sistemático de las relaciones binarias nos permite identificar propiedades comunes, clasificar diferentes tipos de relaciones y desarrollar herramientas generales para manipularlas y comprender sus implicaciones. Preguntas como “¿es simétrica esta relación?”, “¿es transitiva?”, “¿define un orden?” nos llevan a profundizar en la estructura subyacente de las relaciones y a desentrañar patrones ocultos.

Dependiendo de las propiedades que una relación verifique, recibirá un nombre especial. Las relaciones más usadas dentro del álgebra son las relaciones de orden y de equivalencia.

Las relaciones de orden son un tipo especial de relación binaria que formaliza la idea de comparación y ordenación dentro de un conjunto. Existen dos tipos principales: las relaciones de orden parcial y las relaciones de orden total.


Definición 1.5 Sea ℛ\mathcal{R} una relación binaria definida sobre un conjunto no vacío AA.


	Se dice que ℛ\mathcal{R} es una relación de orden parcial si ℛ\mathcal{R} es reflexiva, antisimétrica y transitiva. En este caso, el par (A,ℛ)(A,\mathcal{R}) se denomina conjunto parcialmente ordenado (poset, por sus siglas en inglés).


	Si ℛ\mathcal{R} es una relación de orden parcial y, además, es conexa, se dice que ℛ\mathcal{R} es una relación de orden total (o lineal). En este caso, el par (A,ℛ)(A,\mathcal{R}) se denomina conjunto totalmente ordenado (o conjunto linealmente ordenado o cadena).






Las relaciones de orden, que serán el objeto central del Capítulo 2, nos proporcionan el marco conceptual para formalizar la idea de jerarquía, precedencia y comparación, abriendo la puerta a un mundo rico en aplicaciones y resultados teóricos. Desde la organización de datos hasta la optimización de algoritmos, las relaciones de orden son una herramienta indispensable en la caja de herramientas del matemático y del científico de la computación.

Las relaciones de equivalencia, por otro lado, representan una de las herramientas más potentes y ubicuas en matemáticas, permitiéndonos agrupar objetos en “familias” o “clases” basadas en alguna propiedad compartida. Imagina que tienes una colección de formas geométricas: círculos, cuadrados, triángulos, etc. Podrías clasificarlas según su color, su tamaño, o su forma. Si eliges la forma como criterio, agruparás todos los círculos juntos, todos los cuadrados juntos, y así sucesivamente. Esta idea de clasificación por características comunes es la esencia de las relaciones de equivalencia. En lugar de considerar objetos individuales aislados, las relaciones de equivalencia nos invitan a pensar en términos de categorías o clases, simplificando la complejidad y revelando estructuras subyacentes.



Definición 1.6 Sea ℛ\mathcal{R} una relación binaria definida en un conjunto AA. Se dice que ℛ\mathcal{R} es una relación de equivalencia si cumple las siguientes propiedades:


	Reflexiva: Para todo a∈Aa \in A, aℛaa \mathcal{R} a.

	Simétrica: Para todo a,b∈Aa, b \in A, si aℛba \mathcal{R} b, entonces bℛab \mathcal{R} a.

	Transitiva: Para todo a,b,c∈Aa, b, c \in A, si aℛba \mathcal{R} b y bℛcb \mathcal{R} c, entonces aℛca \mathcal{R} c.





La reflexividad asegura que todo elemento está relacionado consigo mismo, estableciendo una “auto-pertenencia” a su clase. La simetría garantiza que la relación es “bidireccional”: si aa está relacionado con bb, entonces bb también está relacionado con aa. La transitividad, quizás la propiedad más crucial, establece la “herencia” de la relación: si aa está relacionado con bb, y bb está relacionado con cc, entonces aa también está relacionado con cc. Estas tres propiedades, trabajando en armonía, son las que confieren a las relaciones de equivalencia su capacidad única para generar particiones.

Las relaciones de equivalencia abundan en matemáticas, proporcionando herramientas esenciales en diversas áreas.


Ejemplo 1.6  


	Igualdad: La relación de igualdad (=) en cualquier conjunto AA es una relación de equivalencia trivial. Es reflexiva (a=aa = a), simétrica (si a=ba = b, entonces b=ab = a) y transitiva (si a=ba = b y b=cb = c, entonces a=ca = c). En este caso, cada elemento está relacionado únicamente consigo mismo.





	Equivalencia de fracciones: En el conjunto de pares ℤ×(ℤ\{0})\mathbb{Z} \times (\mathbb{Z} \setminus \{0\}), definimos la relación (a,b)∼(c,d)(a, b) \sim (c, d) si y solo si ad=bcad = bc. Esta relación define la equivalencia entre fracciones ab=cd\frac{a}{b} = \frac{c}{d}.


	Semejanza de triángulos: En el conjunto de todos los triángulos planos, la relación “ser semejante a” es una relación de equivalencia. Es reflexiva (todo triángulo es semejante a sí mismo), simétrica (si el triángulo T1T_1 es semejante a T2T_2, entonces T2T_2 es semejante a T1T_1) y transitiva (si T1T_1 es semejante a T2T_2 y T2T_2 es semejante a T3T_3, entonces T1T_1 es semejante a T3T_3).







Ejercicio 1.1 Demuestra que la relación ∼\sim que define la equivalencia entre fraccionaes es realmente una relación de equivalencia.





Ejercicio 1.2 Define formalmente la semejanza de dos triángulos ABCABC y A′B′C′A'B'C', y demuestra detalladamente que es una relación de equivalencia.




Definición 1.7 Sea ℛ\mathcal R una relación de equivalencia dentro de un conjunto AA, y sea a∈Aa\in A. Denominamos clase de equivalencia de aa al conjunto [a]ℛ={x∈A∣aℛx}.
[a]_{\mathcal R} = \{x\in A\mid a\mathcal R x\}.
 De la misma forma, el conjunto de todas las clases de equivalencia se denomina conjunto cociente: A/ℛ={[a]ℛ∣a∈A}
A/\mathcal{R} = \{ [a]_{\mathcal{R}} \mid a \in A \}




La propiedad más destacada de una relación de equivalencia es su capacidad para dividir un conjunto en clases de equivalencia disjuntas, formando lo que se conoce como una partición. Una partición de un conjunto AA es una colección de subconjuntos no vacíos de AA que son mutuamente disjuntos y cuya unión es todo AA. Cada relación de equivalencia induce naturalmente una partición, donde cada “pieza” de la partición es un conjunto de elementos equivalentes entre sí.


Definición 1.8 Una partición de un conjunto AA es una colección 𝒫={Ci}i∈I\mathcal{P} = \{C_i\}_{i \in I} de subconjuntos de AA que satisfacen las siguientes condiciones:


	No vacíos: Para todo i∈Ii \in I, Ci≠⌀C_i \neq \varnothing.

	Disjuntos dos a dos: Para todo i,j∈Ii, j \in I con i≠ji \neq j, Ci∩Cj=⌀C_i \cap C_j = \varnothing.

	Cubren AA: ⋃i∈ICi=A\bigcup_{i \in I} C_i = A.





El siguiente teorema fundamental establece la conexión biunívoca entre relaciones de equivalencia y particiones: toda relación de equivalencia induce una partición, y recíprocamente, toda partición proviene de una relación de equivalencia. Este resultado subraya la profunda dualidad entre estos dos conceptos, mostrando que son esencialmente dos caras de la misma moneda.


Teorema 1.2  


	(Relación ⇒\Rightarrow Partición): Si ℛ\mathcal{R} es una relación de equivalencia en un conjunto AA, entonces el conjunto cociente A/ℛA/\mathcal{R} es una partición de AA.


	(Partición ⇒\Rightarrow Relación): Si 𝒫={Ci}i∈I\mathcal{P} = \{C_i\}_{i \in I} es una partición de un conjunto AA, entonces la relación ℛ𝒫\mathcal{R}_{\mathcal{P}} definida por aℛ𝒫ba \mathcal{R}_{\mathcal{P}} b si y solo si existe algún i∈Ii \in I tal que a,b∈Cia, b \in C_i, es una relación de equivalencia en AA. Además, las clases de equivalencia de ℛ𝒫\mathcal{R}_{\mathcal{P}} son precisamente los conjuntos en la partición 𝒫\mathcal{P}.






Las relaciones de equivalencia nos permiten “identificar” elementos equivalentes, tratándolos como si fueran el mismo objeto en un nuevo nivel de abstracción, lo que simplifica el análisis y revela propiedades esenciales. Desde la construcción de los números racionales a partir de pares de enteros, hasta la definición de espacios vectoriales cociente en álgebra lineal, las relaciones de equivalencia son un pilar fundamental en la construcción y comprensión de las matemáticas modernas.


Ejemplo 1.7 Como ejemplo ilustrativo de la potencia de las relaciones de equivalencia, consideremos la construcción formal del conjunto de los números racionales ℚ\mathbb{Q} a partir de los números enteros ℤ\mathbb{Z}. Intuitivamente, un número racional es una “fracción” ab\frac{a}{b}, donde aa y bb son enteros y b≠0b \neq 0. Sin embargo, diferentes fracciones pueden representar el mismo número racional, por ejemplo, 12=24=36\frac{1}{2} = \frac{2}{4} = \frac{3}{6}, etc. Para construir ℚ\mathbb{Q} de manera rigurosa, utilizamos relaciones de equivalencia para identificar estas fracciones equivalentes como representantes del mismo número racional.

Comenzamos definiendo el conjunto A=ℤ×(ℤ\{0})A = \mathbb{Z} \times (\mathbb{Z} \setminus \{0\}), que consiste en todos los pares ordenados (a,b)(a, b) donde aa es un entero y bb es un entero no nulo. Cada par (a,b)(a, b) podemos pensar que representa formalmente la fracción ab\frac{a}{b}. Ahora, definimos la relación ∼\sim en AA como en el Ejemplo 1.6: (a,b)∼(c,d)si y solo siad=bc.
(a, b) \sim (c, d) \quad \text{si y solo si} \quad ad = bc.


Como se habrá demostrado en el Ejercicio 1.1, esta relación ∼\sim es una relación de equivalencia en AA.






Dado que ∼\sim es una relación de equivalencia en AA, induce una partición de AA en clases de equivalencia. Cada clase de equivalencia [(a,b)]∼={(c,d)∈A∣(c,d)∼(a,b)}[(a, b)]_{\sim} = \{ (c, d) \in A \mid (c, d) \sim (a, b) \} contiene todos los pares que representan la misma “fracción” que ab\frac{a}{b}.

Definimos formalmente el conjunto de los números racionales ℚ\mathbb{Q} como el conjunto cociente de AA por ∼\sim: ℚ=A/∼=(ℤ×(ℤ\{0}))/∼={[(a,b)]∼∣(a,b)∈A}.
\mathbb{Q} = A / \sim = (\mathbb{Z} \times (\mathbb{Z} \setminus \{0\})) / \sim = \{ [(a, b)]_{\sim} \mid (a, b) \in A \}.


Cada número racional q∈ℚq \in \mathbb{Q} es, por definición, una clase de equivalencia de pares de enteros. Por ejemplo, el número racional “un medio”, que denotamos usualmente como 12\frac{1}{2}, se define formalmente como la clase de equivalencia: 12=[(1,2)]∼={(1,2),(2,4),(3,6),(−1,−2),(−2,−4),…}.
\frac{1}{2} = [(1, 2)]_{\sim} = \{ (1, 2), (2, 4), (3, 6), (-1, -2), (-2, -4), \dots \}.


Para operar con los números racionales así construidos, definimos las operaciones de suma y producto en el conjunto cociente ℚ\mathbb{Q} a partir de las operaciones en ℤ\mathbb{Z}:


	Suma: [(a,b)]∼+[(c,d)]∼=[(ad+bc,bd)]∼[(a, b)]_{\sim} + [(c, d)]_{\sim} = [(ad + bc, bd)]_{\sim}.

	Producto: [(a,b)]∼⋅[(c,d)]∼=[(ac,bd)]∼[(a, b)]_{\sim} \cdot [(c, d)]_{\sim} = [(ac, bd)]_{\sim}.



Es crucial verificar que estas operaciones están bien definidas, es decir, que el resultado no depende de los representantes elegidos para las clases de equivalencia. Una vez verificada la buena definición, se puede demostrar que con estas operaciones, ℚ\mathbb{Q} se convierte en un cuerpo (como veremos en el Capítulo 3), que extiende las propiedades aritméticas de los números enteros ℤ\mathbb{Z}.

Esta construcción formal de los números racionales a través de relaciones de equivalencia ilustra cómo este concepto matemático abstracto permite construir nuevos objetos matemáticos a partir de otros más básicos, formalizando nociones intuitivas y resolviendo ambigüedades. En este caso, las relaciones de equivalencia nos permiten tratar las fracciones equivalentes como un único objeto matemático, el número racional, proporcionando una base sólida para la aritmética racional.




Ejercicio 1.3 Demuestra que las operaciones suma y producto de números racionales (definidos como las clases de equivalencia en el ejemplo anterior) están bien definidas. Ayuda: Por ejemplo, para la suma, si elegimos otros representantes (a′,b′)∈[(a,b)]∼(a', b') \in [(a, b)]_{\sim} y (c′,d′)∈[(c,d)]∼(c', d') \in [(c, d)]_{\sim}, debemos asegurarnos de que [(a′d′+b′c′,b′d′)]∼=[(ad+bc,bd)]∼[(a'd' + b'c', b'd')]_{\sim} = [(ad + bc, bd)]_{\sim}.





1.1.2 Aplicaciones

En el entramado de las matemáticas, las aplicaciones, también conocidas como funciones, se erigen como uno de los conceptos más centrales y versátiles. Si las relaciones binarias actúan como los hilos que conectan objetos, las aplicaciones son transformaciones que toman elementos de un conjunto de partida y los envían, de manera precisa y unívoca, a elementos de un conjunto de llegada. Desde las funciones más elementales que aprendemos en la escuela, como f(x)=x2f(x) = x^2 o g(x)=sin(x)g(x) = \sin(x), hasta las transformaciones más abstractas que encontramos en ramas avanzadas como el análisis funcional o la topología, las aplicaciones son herramientas omnipresentes para modelar dependencias, procesos y transformaciones en el mundo matemático y más allá. En esencia, una aplicación encapsula la idea de asignación o correspondencia entre conjuntos, proporcionando un mecanismo fundamental para establecer conexiones y estudiar las propiedades de estas correspondencias.



Definición 1.9 Sean AA y BB dos conjuntos. Una aplicación (o función) de AA en BB es una relación f⊆A×Bf \subseteq A \times B tal que para todo x∈Ax \in A, existe un único y∈By \in B con (x,y)∈f(x, y) \in f. Escribimos f:A→Bf \colon A \to B para denotar una aplicación de dominio AA y codominio BB.


	El conjunto AA se denomina dominio de ff.

	El conjunto BB se denomina codominio de ff.

	Para cada x∈Ax \in A, el único elemento y∈By \in B tal que (x,y)∈f(x, y) \in f se denota por f(x)f(x), y se llama imagen de xx por ff.

	La imagen de ff (o rango de ff) es el conjunto de todas las imágenes de los elementos de AA: Im(f)=f(A)={y∈B∣∃x∈A con f(x)=y}⊆B.
\mathop{\mathrm{Im}}(f) = f(A) = \{ y \in B \mid \exists x \in A \text{ con } f(x) = y \} \subseteq B.






Para especificar una aplicación, es necesario definir su dominio, su codominio y la regla de asignación que determina la imagen de cada elemento del dominio. La regla de asignación puede expresarse mediante una fórmula, una descripción verbal, un algoritmo o cualquier otro método que defina de manera unívoca la imagen de cada elemento.


Ejemplo 1.8  


	Función identidad: Sea AA un conjunto cualquiera. La función identidad en AA, denotada por idA:A→A\mathop{\mathrm{id}}_A \colon A \to A, se define por idA(x)=x\mathop{\mathrm{id}}_A(x) = x para todo x∈Ax \in A. El dominio y el codominio son ambos AA, y la imagen es también AA.


	Función constante: Sean AA y BB conjuntos, y sea b0∈Bb_0 \in B un elemento fijo de BB. La función constante f:A→Bf \colon A \to B con valor b0b_0 se define por f(x)=b0f(x) = b_0 para todo x∈Ax \in A. El dominio es AA, el codominio es BB, y la imagen es el conjunto unitario {b0}\{b_0\} (o vacío si AA es vacío).


	Función cuadrática: La función f:ℝ→ℝf \colon \mathbb{R} \to \mathbb{R} definida por f(x)=x2f(x) = x^2 es una aplicación de los números reales en los números reales. El dominio y el codominio son ℝ\mathbb{R}. La imagen es el conjunto de los números reales no negativos, Im(f)=[0,+∞)={y∈ℝ∣y≥0}⊊ℝ\mathop{\mathrm{Im}}(f) = [0, +\infty) = \{ y \in \mathbb{R} \mid y \geq 0 \} \subsetneq \mathbb{R}.


	Función sucesor en los naturales: La función s:ℕ→ℕs \colon \mathbb{N} \to \mathbb{N} definida por s(n)=n+1s(n) = n + 1 es una aplicación de los números naturales en los números naturales. El dominio y el codominio son ℕ\mathbb{N}. La imagen es el conjunto de los números naturales mayores que 1, Im(s)={1,2,3,…}=ℕ\{0}⊊ℕ\mathop{\mathrm{Im}}(s) = \{ 1, 2, 3, \dots \} = \mathbb{N} \setminus \{0\} \subsetneq \mathbb{N}.


	Proyección en el primer componente: Dados conjuntos AA y BB, la proyección en el primer componente π1:A×B→A\pi_1 \colon A \times B \to A se define por π1(x,y)=x\pi_1(x, y) = x para todo (x,y)∈A×B(x, y) \in A \times B. El dominio es el producto cartesiano A×BA \times B, el codominio es AA, y la imagen es AA (siempre que B≠⌀B \neq \varnothing).






Dentro de la vasta familia de aplicaciones, algunas poseen propiedades adicionales que las hacen especialmente relevantes en diversos contextos. Recordamos ahora las definiciones de aplicación inyectiva y aplicación sobreyectiva, que clasifican las aplicaciones según cómo relacionan los elementos del dominio y el codominio.


Definición 1.10 Sean AA y BB dos conjuntos, y sea f:A→Bf \colon A\to B una aplicación.


	ff se dice inyectiva si elementos distintos del dominio tienen imágenes distintas en el codominio. Formalmente: Para todo x,y∈A,f(x)=f(y)⇒x=y.
\text{Para todo } x, y \in A, \quad f(x) = f(y) \quad \Longrightarrow \quad x = y.
 Equivalentemente, ff es inyectiva si para todo x,y∈Ax, y \in A, con x≠yx \neq y, se cumple f(x)≠f(y)f(x) \neq f(y).


	ff se dice sobreyectiva (o exhaustiva) si todo elemento del codominio es imagen de al menos un elemento del dominio. Formalmente: Para todo y∈B,existe x∈Atal quef(x)=y.
\text{Para todo } y \in B, \quad \text{existe } x\in A \quad \text{tal que} \quad f(x) = y.
 Equivalentemente, ff es sobreyectiva si la imagen de ff coincide con el codominio, es decir, Im(f)=B\mathop{\mathrm{Im}}(f) = B.


	ff se dice biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.






Las aplicaciones inyectivas “preservan la distinción” entre elementos del dominio, mapeando elementos diferentes a imágenes diferentes. Las aplicaciones sobreyectivas “cubren” todo el codominio, asegurando que cada elemento del codominio sea alcanzado por al menos un elemento del dominio. Las aplicaciones biyectivas combinan ambas propiedades, estableciendo una correspondencia “uno a uno” entre el dominio y el codominio.


Ejemplo 1.9  


	Función identidad idA:A→A\mathop{\mathrm{id}}_A \colon A \to A es biyectiva para cualquier conjunto AA. Es inyectiva: si idA(x)=idA(y)\mathop{\mathrm{id}}_A(x) = \mathop{\mathrm{id}}_A(y), entonces x=yx = y. Es sobreyectiva: para todo y∈Ay \in A, existe x=y∈Ax = y \in A tal que idA(x)=y\mathop{\mathrm{id}}_A(x) = y.


	Función constante f:ℝ→ℝf \colon \mathbb{R} \to \mathbb{R} definida por f(x)=2f(x) = 2 no es inyectiva ni sobreyectiva. No es inyectiva ya que f(1)=f(2)=2f(1) = f(2) = 2 pero 1≠21 \neq 2. No es sobreyectiva ya que no existe ningún x∈ℝx \in \mathbb{R} tal que f(x)=3f(x) = 3 (por ejemplo).


	Función cuadrática f:ℝ→ℝf \colon \mathbb{R} \to \mathbb{R} definida por f(x)=x2f(x) = x^2 no es inyectiva ni sobreyectiva. No es inyectiva ya que f(2)=f(−2)=4f(2) = f(-2) = 4 pero 2≠−22 \neq -2. No es sobreyectiva ya que no existe ningún x∈ℝx \in \mathbb{R} tal que f(x)=−1f(x) = -1 (por ejemplo). Sin embargo, si restringimos el codominio a la imagen, la función g:ℝ→[0,+∞)g \colon \mathbb{R} \to [0, +\infty) definida por g(x)=x2g(x) = x^2 no es inyectiva pero sí sobreyectiva. Si restringimos el dominio a los números no negativos, la función h:[0,+∞)→ℝh \colon [0, +\infty) \to \mathbb{R} definida por h(x)=x2h(x) = x^2 es inyectiva pero no sobreyectiva. Finalmente, si restringimos tanto el dominio como el codominio, la función k:[0,+∞)→[0,+∞)k \colon [0, +\infty) \to [0, +\infty) definida por k(x)=x2k(x) = x^2 es biyectiva.


	Función sucesor en los naturales s:ℕ→ℕs \colon \mathbb{N} \to \mathbb{N} definida por s(n)=n+1s(n) = n + 1 es inyectiva pero no sobreyectiva. Es inyectiva: si s(n)=s(m)s(n) = s(m), entonces n+1=m+1n + 1 = m + 1, luego n=mn = m. No es sobreyectiva ya que no existe ningún n∈ℕn \in \mathbb{N} tal que s(n)=0s(n) = 0 (por ejemplo). Sin embargo, si consideramos la función s′:ℕ→ℕ\{0}s' \colon \mathbb{N} \to \mathbb{N} \setminus \{0\} definida por s′(n)=n+1s'(n) = n + 1, entonces s′s' es biyectiva.


	Función lineal l:ℝ→ℝl \colon \mathbb{R} \to \mathbb{R} definida por l(x)=ax+bl(x) = ax + b, con a,b∈ℝa,b\in\mathbb R, a≠0a\neq 0, es biyectiva. Es inyectiva: si l(x)=l(y)l(x) = l(y), entonces ax+b=ay+bax + b = ay + b, luego ax=ayax = ay, y x=yx = y (pues a≠0a\neq 0). Es sobreyectiva: para todo y∈ℝy \in \mathbb{R}, existe x=y−ba∈ℝx = \frac{y - b}{a} \in \mathbb{R} tal que l(x)=a(y−ba)+b=y−b+b=yl(x) = a(\frac{y - b}{a}) + b = y - b + b = y.






Las propiedades de inyectividad, sobreyectividad y biyectividad son fundamentales en el estudio de las aplicaciones, y están relacionadas con la existencia de ciertas funciones “inversas” o “recíprocas”. En particular, las aplicaciones biyectivas son precisamente aquellas que admiten una función inversa.


Definición 1.11 Sea f:A→Bf \colon A \to B una aplicación biyectiva. La función inversa de ff, denotada por f−1:B→Af^{-1} \colon B \to A, es la aplicación que asigna a cada y∈By \in B el único elemento x∈Ax \in A tal que f(x)=yf(x) = y.



La existencia de la función inversa para aplicaciones biyectivas es un resultado teórico importante, que establece una correspondencia “perfecta” entre los elementos del dominio y el codominio.


Teorema 1.3 Una aplicación f:A→Bf \colon A \to B es biyectiva si y solo si existe una función g:B→Ag \colon B \to A tal que g∘f=idAg \circ f = \mathop{\mathrm{id}}_A y f∘g=idBf \circ g = \mathop{\mathrm{id}}_B. En este caso, la función gg es única y se denota por f−1f^{-1}.



Otra operación fundamental con aplicaciones es la composición de funciones. La composición permite “encadenar” aplicaciones, aplicando una función después de otra, creando nuevas aplicaciones a partir de las existentes.


Definición 1.12 Sean f:A→Bf \colon A \to B y g:B→Cg \colon B \to C dos aplicaciones. La composición de gg con ff, denotada por g∘f:A→Cg \circ f \colon A \to C, es la aplicación definida por (g∘f)(x)=g(f(x))(g \circ f)(x) = g(f(x)) para todo x∈Ax \in A.



La composición de funciones es una operación asociativa, es decir, (h∘g)∘f=h∘(g∘f)(h \circ g) \circ f = h \circ (g \circ f) para aplicaciones f:A→Bf \colon A \to B, g:B→Cg \colon B \to C y h:C→Dh \colon C \to D. Además, la composición preserva la inyectividad y la sobreyectividad en el siguiente sentido:


Teorema 1.4 Sean f:A→Bf \colon A \to B y g:B→Cg \colon B \to C dos aplicaciones.


	Si ff y gg son inyectivas, entonces g∘fg \circ f es inyectiva.

	Si ff y gg son sobreyectivas, entonces g∘fg \circ f es sobreyectiva.

	Si ff y gg son biyectivas, entonces g∘fg \circ f es biyectiva.

	Si g∘fg \circ f es inyectiva, entonces ff es inyectiva.

	Si g∘fg \circ f es sobreyectiva, entonces gg es sobreyectiva.





En resumen, las aplicaciones constituyen un concepto esencial en matemáticas, proporcionando un lenguaje y unas herramientas fundamentales para describir transformaciones, correspondencias y dependencias entre conjuntos. Las nociones de inyectividad, sobreyectividad, biyectividad y composición enriquecen aún más este concepto, permitiéndonos clasificar y manipular aplicaciones de manera efectiva, y construir estructuras matemáticas cada vez más complejas y sofisticadas. Desde el cálculo y el análisis hasta el álgebra y la topología, las aplicaciones son una piedra angular en el edificio de las matemáticas modernas.



1.1.3 Ejercicios


Ejercicio 1.4 Dados los conjuntos A={1,2,3,4,5}A = \{1, 2, 3, 4, 5\} y B={3,5,6,7}B = \{3, 5, 6, 7\}, calcula: a) A∪BA \cup B b) A∩BA \cap B c) A\BA \setminus B d) B\AB \setminus A e) AcA^c (suponiendo un conjunto universal U={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}U = \{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10\})




Ejercicio 1.5 Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tu respuesta. a) {1,2}⊆{1,2,3}\{1, 2\} \subseteq \{1, 2, 3\} b) {1,2}∈{1,2,3}\{1, 2\} \in \{1, 2, 3\} c) ⌀⊆{1,2,3}\varnothing \subseteq \{1, 2, 3\} d) ⌀∈{1,2,3}\varnothing \in \{1, 2, 3\} e) ⌀⊆⌀\varnothing \subseteq \varnothing f) ⌀∈⌀\varnothing \in \varnothing




Ejercicio 1.6 Representa mediante un Diagrama de Venn los conjuntos AA, BB y CC y sombrea la región correspondiente a la operación (A∩B)∪C(A \cap B) \cup C.




Ejercicio 1.7 Considera la relación ℛ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)}\mathcal{R} = \{(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3)\} definida en el conjunto A={1,2,3}A = \{1, 2, 3\}. Representa ℛ\mathcal{R} como una matriz y como un grafo dirigido.




Ejercicio 1.8 Para la relación ℛ\mathcal{R} del ejercicio anterior, determina si es reflexiva, simétrica, antisimétrica o transitiva. Justifica tus respuestas.




Ejercicio 1.9 Define una relación de equivalencia en el conjunto A={1,2,3,4}A = \{1, 2, 3, 4\} y escribe las clases de equivalencia correspondientes.




Ejercicio 1.10 Determina si las siguientes correspondencias son aplicaciones de A={1,2,3}A = \{1, 2, 3\} en B={a,b,c}B = \{a, b, c\}. Justifica tu respuesta. a) f1={(1,a),(2,b),(3,c)}f_1 = \{(1, a), (2, b), (3, c)\} b) f2={(1,a),(2,a),(3,a)}f_2 = \{(1, a), (2, a), (3, a)\} c) f3={(1,a),(2,b)}f_3 = \{(1, a), (2, b)\} d) f4={(1,a),(2,b),(2,c),(3,a)}f_4 = \{(1, a), (2, b), (2, c), (3, a)\} e) f5={(1,a),(2,b),(3,a),(1,c)}f_5 = \{(1, a), (2, b), (3, a), (1, c)\}




Ejercicio 1.11 Para las aplicaciones del ejercicio anterior que sí lo sean, determina su dominio, codominio e imagen.




Ejercicio 1.12 🔴 Demuestra las Leyes de De Morgan utilizando las definiciones de las operaciones de conjuntos y las propiedades de la lógica proposicional.




Ejercicio 1.13 🔴🔴 Demuestra que si AA y BB son conjuntos finitos, entonces |A∪B|=|A|+|B|−|A∩B||A \cup B| = |A| + |B| - |A \cap B|. Generaliza este resultado para la unión de tres conjuntos finitos A,B,CA, B, C. (Principio de inclusión-exclusión).




Ejercicio 1.14 🔴 En una encuesta a 100 personas sobre sus hábitos de lectura, se encontró que 40 leen revistas, 30 leen periódicos y 20 leen libros. Además, 15 leen revistas y periódicos, 10 leen revistas y libros, 8 leen periódicos y libros, y 5 leen revistas, periódicos y libros.


	¿Cuántas personas leen solo revistas?

	¿Cuántas personas leen periódicos o libros, pero no revistas?

	¿Cuántas personas no leen ninguno de los tres tipos de publicaciones? Resuelve este problema utilizando Diagramas de Venn y también utilizando el principio de inclusión-exclusión.






Ejercicio 1.15 🔴 Considera las aplicaciones f:ℝ→ℝf \colon \mathbb{R} \to \mathbb{R} definida por f(x)=3x−2f(x) = 3x - 2 y g:ℝ→ℝg \colon \mathbb{R} \to \mathbb{R} definida por g(x)=x2+1g(x) = x^2 + 1. a) Calcula g∘fg \circ f y f∘gf \circ g. b) Determina si ff y gg son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas. c) Determina si g∘fg \circ f y f∘gf \circ g son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas. d) Halla la función inversa de ff, si existe.




Ejercicio 1.16 🔴 Sea f:ℤ×ℤ→ℤf \colon \mathbb{Z} \times \mathbb{Z} \to \mathbb{Z} definida por f(m,n)=2m+nf(m, n) = 2m + n. ¿Es ff inyectiva? ¿Es ff sobreyectiva? Justifica tus respuestas.




Ejercicio 1.17 🔴🔴 Demuestra las leyes distributivas para las operaciones de unión e intersección de conjuntos: a) A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C)A \cup (B \cap C) = (A \cup B) \cap (A \cup C) b) A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C)A \cap (B \cup C) = (A \cap B) \cup (A \cap C)




Ejercicio 1.18 🔴🔴 Sea 𝒫(A)\mathcal{P}(A) el conjunto potencia de un conjunto AA. Demuestra que para cualesquiera X,Y∈𝒫(A)X, Y \in \mathcal{P}(A):


	𝒫(X∩Y)=𝒫(X)∩𝒫(Y)\mathcal{P}(X \cap Y) = \mathcal{P}(X) \cap \mathcal{P}(Y)

	𝒫(X)∪𝒫(Y)⊆𝒫(X∪Y)\mathcal{P}(X) \cup \mathcal{P}(Y) \subseteq \mathcal{P}(X \cup Y)

	Da un ejemplo donde 𝒫(X)∪𝒫(Y)≠𝒫(X∪Y)\mathcal{P}(X) \cup \mathcal{P}(Y) \neq \mathcal{P}(X \cup Y). ¿Bajo qué condición se da la igualdad?






Ejercicio 1.19 🔴🔴 Sea ℛ\mathcal{R} una relación binaria en un conjunto AA. Define la relación clausura transitiva de ℛ\mathcal{R}, denotada por ℛt\mathcal{R}^t, como la menor relación transitiva que contiene a ℛ\mathcal{R}. Demuestra que la clausura transitiva existe y es única. Describe un método para construir ℛt\mathcal{R}^t.




Ejercicio 1.20 🔴🔴 Sea f:A→Bf \colon A \to B una aplicación. Demuestra que:


	ff es inyectiva si y solo si existe una aplicación g:B→Ag \colon B \to A tal que g∘f=idAg \circ f = \mathop{\mathrm{id}}_A. En este caso, gg es una inversa izquierda de ff.

	ff es sobreyectiva si y solo si existe una aplicación h:B→Ah \colon B \to A tal que f∘h=idBf \circ h = \mathop{\mathrm{id}}_B. En este caso, hh es una inversa derecha de ff.

	Si ff es biyectiva, entonces la inversa izquierda y la inversa derecha coinciden y son iguales a la función inversa f−1f^{-1}.






Ejercicio 1.21 🔴🔴 Sea f:A→Bf \colon A \to B una aplicación, y sean X,Y⊆AX, Y \subseteq A y W,Z⊆BW, Z \subseteq B. Demuestra o da un contraejemplo para las siguientes afirmaciones:


	f(X∪Y)=f(X)∪f(Y)f(X \cup Y) = f(X) \cup f(Y)

	f(X∩Y)=f(X)∩f(Y)f(X \cap Y) = f(X) \cap f(Y)

	f−1(W∪Z)=f−1(W)∪f−1(Z)f^{-1}(W \cup Z) = f^{-1}(W) \cup f^{-1}(Z)

	f−1(W∩Z)=f−1(W)∩f−1(Z)f^{-1}(W \cap Z) = f^{-1}(W) \cap f^{-1}(Z)

	f(f−1(W))=Wf(f^{-1}(W)) = W

	f−1(f(X))=Xf^{-1}(f(X)) = X En los casos donde no se da la igualdad, determina si se da alguna inclusión.






Ejercicio 1.22 🔴🔴 Sea f:A→Bf \colon A \to B una aplicación. Define una relación ℛf\mathcal{R}_f en AA por xℛfyx \mathcal{R}_f y si y solo si f(x)=f(y)f(x) = f(y).


	Demuestra que ℛf\mathcal{R}_f es una relación de equivalencia en AA.

	Describe las clases de equivalencia de ℛf\mathcal{R}_f.

	Define una aplicación inyectiva f̃:A/ℛf→B\tilde{f} \colon A/\mathcal{R}_f \to B relacionada con ff.






Ejercicio 1.23 🔴🔴 Sea BAB^A el conjunto de todas las aplicaciones de un conjunto AA en un conjunto BB. Si B={0,1}B = \{0, 1\}, entonces BAB^A se puede identificar con el conjunto potencia 𝒫(A)\mathcal{P}(A). Describe esta identificación explícitamente. ¿Cómo se traducen las operaciones de unión, intersección y complemento de subconjuntos de AA en términos de operaciones con aplicaciones en BAB^A cuando B={0,1}B = \{0, 1\}?






1.2 Cardinalidad


Vamos a comenzar estableciendo los conceptos fundamentales que nos permitirán comparar la noción de “tamaño” entre conjuntos, generalizando la idea intuitiva de recuento que aplicamos a conjuntos finitos.




Definición 1.13 Sean AA y BB conjuntos cualesquiera.


	Decimos que el cardinal de AA es menor o igual que el cardinal de BB si existe una función inyectiva de AA en BB; en tal caso escribimos |A|≤|B||A| \le |B|.


	Decimos que el cardinal de AA es igual al cardinal de BB o que AA y BB son equipotentes si existe una función biyectiva de AA en BB; en tal caso escribimos |A|=|B||A| = |B|.


	Decimos que el cardinal de AA es estrictamente menor que el cardinal de BB, y lo denotamos |A|<|B||A| < |B|, si |A|≤|B||A| \le |B| y |A|≠|B||A| \ne |B|.







Ejemplo 1.10 Los conjuntos A={000,001,010,100,011,101,110,111},B={0,1,2,3,4,5,6,7},
A = \{ 000, 001, 010, 100, 011 , 101, 110, 111\}, \qquad\qquad B = \{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7\},
 son equipotentes, y eso significa que “tienen el mismo número de elementos”. Es decir, en estos conjuntos el cardinal coincide con la idea intuitiva de “tamaño” del conjunto. Sin embargo, esto no ocurre siempre.




Ejemplo 1.11 Sea E={x∈ℤ∣x es par }E = \{ x \in \mathbb{Z} \mid x \text{ es par }\}. La función f:ℤ→Ex↦2x
\begin{array}{cclcl}
f& \colon& \mathbb{Z} & \to & E\\
&&x & \mapsto & 2x \\
\end{array}
 es biyectiva y permite afirmar que ℤ\mathbb{Z} tiene el mismo cardinal que EE, aunque la intuición nos dice que EE tiene la “mitad” de los elementos de ℤ\mathbb{Z}.

Observa que la función ff está bien definida, ya que la imagen de cualquier entero mediante ff es un número par. Además, ff es inyectiva, pues si f(x)=f(y)f(x) = f(y), entonces 2x=2y2x = 2y, de donde x=yx=y. Finalmente, ff es sobreyectiva, pues para cualquier y∈Ey \in E, que es un entero par, existe un entero x=y/2x = y/2 tal que f(x)=2(y/2)=yf(x) = 2(y/2) = y. Por lo tanto, ff es una biyección entre ℤ\mathbb{Z} y EE, lo que prueba que |ℤ|=|E||\mathbb{Z}| = |E|. Este ejemplo ilustra que nuestra intuición sobre el “tamaño” de conjuntos infinitos puede ser engañosa.



Es fácil ver que la relación << entre cardinales es una relación no reflexiva y transitiva y que la relación ≤\le es una relación de orden, que además es de orden total, según establece el siguiente resultado.


Teorema 1.5 (Tricotomía de Zermelo) Para cualquier par de conjuntos AA y BB, se verifica una y solo una de las siguientes relaciones: |A|<|B|,|A|=|B|,|B|<|A|
|A| < |B|, \qquad |A| = |B|, \qquad |B| < |A|




Este teorema, también conocido como el principio del tricotomía para cardinales, es un resultado fundamental en la teoría de conjuntos. Aunque la demostración de este teorema está más allá del alcance de este capítulo, es importante conocer que siempre podemos comparar los cardinales de dos conjuntos cualesquiera.

Según la definición de equipotencia, demostrar que dos conjuntos tienen el mismo cardinal, supone encontrar una biyección entre ellos, el siguiente teorema facilita el trabajo.


Teorema 1.6 (Cantor-Schröder-Bernstein) Sean AA y BB dos conjuntos cualesquiera. Si se verifica que |A|≤|B||A| \le |B| y |B|≤|A||B| \le |A|, entonces |A|=|B||A| = |B|.



El Teorema de Cantor-Schröder-Bernstein es una herramienta muy potente para demostrar que dos conjuntos tienen el mismo cardinal. En lugar de construir una biyección directamente, que en ocasiones puede ser complicado, basta con encontrar una función inyectiva de AA en BB y otra función inyectiva de BB en AA.


Ejemplo 1.12 (Cardinal de intervalos) Los intervalos de números reales [0,1][0,1] y (0,1)(0,1) tienen el mismo cardinal, dado que la siguiente función es una biyección: f:[0,1]→(0,1),{f(0)=12f(1n)=1n+2n∈ℤ+f(x)=x en otros casos 
f\colon [0,1] \to (0,1),\qquad
\begin{cases}
f(0) = \dfrac{1}{2} & \\
f(\dfrac{1}{n}) = \dfrac{1}{n+2} & n \in \mathbb{Z}^+ \\
f(x) = x & \text{ en otros casos }
\end{cases}


Para verificar que ff es una biyección, debemos probar que es inyectiva y sobreyectiva. La inyectividad se puede comprobar analizando los distintos casos de la función. La sobreyectividad es algo más sutil. Para ver que ff es sobreyectiva, tomemos y∈(0,1)y \in (0,1). Si yy no es de la forma 1n+2\frac{1}{n+2} para ningún n∈ℤ+n \in \mathbb{Z}^+, ni y=12y = \frac{1}{2}, entonces f(y)=yf(y) = y. Si y=12y = \frac{1}{2}, entonces f(0)=12f(0) = \frac{1}{2}. Si y=1n+2y = \frac{1}{n+2} para algún n∈ℤ+n \in \mathbb{Z}^+, entonces f(1n)=1n+2=yf(\frac{1}{n}) = \frac{1}{n+2} = y. Por lo tanto, ff es sobreyectiva.

Utilizando el teorema de Cantor-Schröder-Bernstein (Teorema 1.6) podemos definir funciones más simples para obtener la misma conclusión.


	f:(0,1)→[0,1]f \colon (0,1) \to [0,1] definida f(x)=xf(x) = x es una función inyectiva y por lo tanto, |(0,1)|≤|[0,1]|\big|(0,1)\big| \le \big|[0,1]\big|


	g:[0,1]→(0,1)g \colon [0,1] \to (0,1) definida g(x)=x2+14g(x)= \dfrac{x}{2} + \dfrac{1}{4} también es inyectiva y por lo tanto |[0,1]|≤|(0,1)|\big|[0,1]\big| \le \big|(0,1)\big|.




Como ambas desigualdades se verifican, por el Teorema de Cantor-Schröder-Bernstein, concluimos que |(0,1)|=|[0,1]|\big|(0,1)\big| = \big|[0,1]\big|. Para verificar que gg es inyectiva, supongamos que g(x)=g(y)g(x) = g(y). Entonces x2+14=y2+14\dfrac{x}{2} + \dfrac{1}{4} = \dfrac{y}{2} + \dfrac{1}{4}, lo que implica x2=y2\dfrac{x}{2} = \dfrac{y}{2} y por lo tanto x=yx=y. Además, la imagen de gg está contenida en (0,1)(0,1) ya que si x∈[0,1]x \in [0,1], entonces 0≤x≤10 \le x \le 1, de donde 0≤x2≤120 \le \dfrac{x}{2} \le \dfrac{1}{2}, y por lo tanto 14≤x2+14≤34\dfrac{1}{4} \le \dfrac{x}{2} + \dfrac{1}{4} \le \dfrac{3}{4}, lo que implica que g(x)∈[14,34]⊂(0,1)g(x) \in [\frac{1}{4}, \frac{3}{4}] \subset (0,1).




1.2.1 Conjuntos finitos e infinitos

El primer comentario debe ser sobre conjuntos que denominaremos “finitos”.


Definición 1.14 Diremos que un conjunto AA es finito si existe un número natural n∈ℕn\in\mathbb N tal que se puede establecer una biyección entre el conjunto ℕn={1,2,…,n}\mathbb{N}_n = \{ 1, 2,\dots,n\} y el conjunto AA. En tal caso, diremos que el cardinal de AA es nn y lo denotaremos por |A|=n|A| = n.



La definición de conjunto infinito la hacemos por oposición.


Definición 1.15 Se dice que un conjunto AA es infinito si no es finito, es decir, si no existe un número natural n∈ℕn \in \mathbb{N} tal que se puede establecer una biyección entre el conjunto {1,2,...,n}\{1, 2, ..., n \} y el conjunto AA).



Por lo tanto, para probar que un conjunto AA es infinito se debe demostrar que no es posible definir ninguna biyección entre {1,2,…,n}\{ 1, 2, \dots , n\} y AA para ningún nn, y esto puede ser complicado.


Ejemplo 1.13  


Para demostrar que ℕ\mathbb{N} es un conjunto infinito, vamos a ver que no existe ningún número natural nn para el que se pueda establecer una biyección del conjunto entre {1,2,…,n}\{1, 2, \dots ,n\} y ℕ\mathbb{N}.

Sea nn un número natural cualquiera y f:{1,2,…,n}→ℕf\colon \{ 1, 2, \dots , n\}\to \mathbb{N} una función cualquiera. Si tomamos k=1+max{f(1),…,f(n)}k = 1 + \max\{ f(1), \dots, f(n)\}, es decir, kk es mayor que las imágenes f(i)f(i) para todo i=1,2,…,ni=1, 2,\ldots, n, así que, claramente, f(x)≠kf(x)\ne k para todo x∈{1,2,…,n}x \in \{1, 2, \dots, n\} y en consecuencia ff no es sobreyectiva y por lo tanto no es biyectiva. En consecuencia, ℕ\mathbb{N} es infinito.



En este ejemplo, hemos probado que cualquier función de un conjunto finito {1,2,…,n}\{1, 2, \dots, n\} a ℕ\mathbb{N} no puede ser sobreyectiva, y por lo tanto, no puede ser biyectiva. Esto demuestra, usando la definición, que ℕ\mathbb{N} es un conjunto infinito.

La definición de conjunto infinito como opuesto a conjunto finito no permite reconocer explícitamente los conjuntos infinitos. La caracterización dada por el siguiente teorema es más conveniente para establecer que un conjunto es efectivamente infinito.


Teorema 1.7 Un conjunto AA es infinito si y solo si existe una función inyectiva f:A→Af\colon A \to A tal que f(A)⊂Af(A) \subset A y f(A)≠Af(A) \ne A.



Es decir, un conjunto es infinito si y solo si existe una función inyectiva de AA en sí mismo que no es sobreyectiva. Esto constrasta con la situación en conjuntos finitos, como se pone de manifiesto en el siguiente ejercicio.


Ejercicio 1.24 Sea AA un conjunto finito y sea f:A→Af\colon A\to A una aplicación de AA en sí mismo. Demostrar que ff es inyectiva si, y sólo si, ff es sobreyectiva.




Ejemplo 1.14 Veamos que ℕ\mathbb{N} es un conjunto infinito, usando la caracterización.

La función f:ℕ→ℕf\colon\mathbb{N} \to \mathbb{N}, definida por f(n)=2nf(n) = 2n, es trivialmente inyectiva y f(ℕ)⊊ℕf(\mathbb{N}) \subsetneq \mathbb{N}, ya que por ejemplo 7∉f(ℕ)7\not\in f(\mathbb{N}) (de hecho, ningún número impar está en la imagen de ff). Por lo tanto, ℕ\mathbb{N} es un conjunto infinito.

En este caso, la función f(n)=2nf(n) = 2n nos proporciona una forma sencilla de verificar que ℕ\mathbb{N} es infinito, utilizando la caracterización del Teorema anterior.





Ejemplo 1.15 El conjunto de todas las cadenas de elementos de Σ={a,b}\Sigma = \{ \mathrm a, \mathrm b\}, denotado por Σ*\Sigma ^*, es un conjunto infinito. La función f:Σ*→Σ*f\colon \Sigma^* \to \Sigma ^* definida por f(w)=awf(w) = \mathrm a w es inyectiva y f(Σ*)f(\Sigma^*) no coincide con Σ*\Sigma ^*, ya que f(Σ*)f(\Sigma^*) no incluye las cadenas que empiezan por b\mathrm b (ni la cadena vacía, si la cadena vacía está incluida en Σ*\Sigma^*).

Aquí, la función f(w)=awf(w) = \mathrm a w añade el símbolo ‘a’ al principio de cada cadena. Esta función es inyectiva porque si f(w1)=f(w2)f(w_1) = f(w_2), entonces aw1=aw2\mathrm a w_1 = \mathrm a w_2, y cancelando ‘a’ al principio (por la propiedad cancelativa de la concatenación de cadenas) obtenemos w1=w2w_1 = w_2. La imagen de ff no es todo Σ*\Sigma^* porque ninguna cadena que comience con ‘b’ (o la cadena vacía) está en la imagen de ff.




Proposición 1.1 Si AA es un conjunto infinito y A⊂BA\subset B, entonces BB es infinito.




Prueba. Si AA es infinito, existe un función f:A→Af\colon A \to A inyectiva tal que f(A)⊂Af(A)\subset A y f(A)≠Af(A) \ne A. Consideramos entonces la función g:B→Bg\colon B \to B dada por g(x)={f(x)six∈Axsix∈B−A
g(x) = \left\{
\begin{array}{cl}
f(x) & \ \text{si} \ x \in A \\
x & \ \text{si} \ x \in B - A
\end{array}\right.
 Entonces gg es claramente inyectiva y la imagen de gg no incluye el conjunto no vacío A−f(A)A - f(A).

Para verificar que gg es inyectiva, consideremos x,y∈Bx, y \in B tales que g(x)=g(y)g(x) = g(y). Debemos analizar varios casos:


	Si x,y∈Ax, y \in A, entonces g(x)=f(x)g(x) = f(x) y g(y)=f(y)g(y) = f(y). Como g(x)=g(y)g(x) = g(y), tenemos f(x)=f(y)f(x) = f(y). Dado que ff es inyectiva en AA, se sigue que x=yx = y.

	Si x∈Ax \in A e y∈B−Ay \in B - A, entonces g(x)=f(x)∈Ag(x) = f(x) \in A y g(y)=y∈B−Ag(y) = y \in B - A. Como AA y B−AB - A son disjuntos, g(x)≠g(y)g(x) \ne g(y), por lo que este caso no puede ocurrir si g(x)=g(y)g(x) = g(y).

	Si x,y∈B−Ax, y \in B - A, entonces g(x)=xg(x) = x y g(y)=yg(y) = y. Como g(x)=g(y)g(x) = g(y), tenemos x=yx = y. Por lo tanto, gg es inyectiva. Además, la imagen de gg no contiene elementos de A−f(A)A - f(A), que es no vacío porque f(A)⊊Af(A) \subsetneq A. Por lo tanto, g(B)⊊Bg(B) \subsetneq B, y por el Teorema de Caracterización de Conjuntos Infinitos, BB es infinito.






Teorema 1.8 (Cantor) Sea AA un conjunto cualquiera. Entonces |A|<|𝒫(A)||A| < |\mathcal{P}(A)|.



Este teorema, fundamental en la teoría de cardinalidad, establece que el conjunto potencia de cualquier conjunto AA, 𝒫(A)\mathcal{P}(A), tiene una cardinalidad estrictamente mayor que la de AA. Esto es cierto tanto para conjuntos finitos como infinitos. 











1.2.1.1 Conjuntos numerables

Para los conjuntos finitos, los conjuntos ℕn={1,2,...,n}\mathbb{N}_n=\{ 1, 2, ... , n\} juegan un papel fundamental como referencia para comparar otros conjuntos y definir su cardinalidad. Específicamente, un conjunto finito AA tiene cardinal nn si, y solo si, existe una biyección entre el conjunto ℕn={1,2,...,n}\mathbb{N}_n = \{ 1, 2, ... , n\} y AA. Adicionalmente, por convención, el cardinal del conjunto vacío es 0, es decir, |⌀|=0|\varnothing| =0.

En el ámbito de los conjuntos infinitos, podemos adoptar una estrategia similar, utilizando conjuntos infinitos de referencia para discernir diferentes “tamaños” entre ellos. Comenzaremos considerando el conjunto de los números naturales, ℕ={0,1,2,3,…}\mathbb{N} = \{0, 1, 2, 3, \dots \}.


Definición 1.16 Se dice que un conjunto AA tiene cardinal ℵ0\aleph_0 (álef-cero) si existe una función biyectiva entre el conjunto de los números naturales ℕ\mathbb{N} y AA. En tal caso, escribimos |A|=ℵ0|A| = \aleph_0.



La notación ℵ0\aleph_0 se utiliza para denotar el cardinal de los conjuntos que son equipotentes a los números naturales. Este símbolo, ℵ\aleph, es la primera letra del alfabeto hebreo y es utilizado en teoría de conjuntos para representar cardinales infinitos.

La relación de “tener el mismo cardinal” (equipotencia) es una relación de equivalencia entre conjuntos. En este contexto, el cardinal ℵ0\aleph_0 puede entenderse como representante de la clase de equivalencia de todos los conjuntos equipotentes a ℕ\mathbb{N}. Es decir, ℵ0\aleph_0 representa la “magnitud” común a todos los conjuntos que pueden ser puestos en biyección con los números naturales.

La existencia de una biyección entre un conjunto AA y ℕ\mathbb{N} (o ℕn\mathbb{N}_n en el caso finito) sugiere la posibilidad de “contar” o “enumerar” los elementos de AA, aunque en el caso infinito este proceso sea, intrínsecamente, interminable. Por esta razón, introducimos la noción de conjunto numerable.


Definición 1.17 Un conjunto AA se dice que es numerable si es finito o si tiene cardinal ℵ0\aleph_0. Si un conjunto tiene cardinal ℵ0\aleph_0, se dice que es infinito numerable. En la literatura matemática, es común utilizar indistintamente los términos numerable y contable.




Ejemplo 1.16 Recordemos que ℕ={0,1,2,3,...,n,...}\mathbb{N} = \{0, 1, 2, 3, ..., n, ...\} y ℤ+={1,2,3,...,n,...}\mathbb{Z}^+=\{1, 2, 3, ..., n, ...\}. Estos conjuntos son equipotentes, como se puede verificar considerando la aplicación f:ℕ→ℤ+,f(n)=n+1.
f\colon \mathbb{N} \to \mathbb{Z}^+,\qquad\quad f(n) = n+1.
 Esta función ff es biyectiva:


	Inyectiva: Si f(n)=f(m)f(n) = f(m), entonces n+1=m+1n+1 = m+1, lo que implica n=mn=m.

	Sobreyectiva: Para cualquier m∈ℤ+m \in \mathbb{Z}^+, existe n=m−1∈ℕn = m-1 \in \mathbb{N} (ya que m≥1m \ge 1) tal que f(n)=(m−1)+1=mf(n) = (m-1)+1 = m.



Por la existencia de esta biyección, concluimos que |ℕ|=|ℤ+|=ℵ0|\mathbb{N}| = |\mathbb{Z}^+| = \aleph_0. Este ejemplo justifica que podamos utilizar indistintamente ℕ\mathbb{N} o ℤ+\mathbb{Z}^+ como conjunto de referencia para estudiar la numerabilidad de otros conjuntos.




Ejemplo 1.17 Consideremos el conjunto A={1,12,13,…}={1n∣n∈ℤ+}A = \{ 1, \dfrac{1}{2}, \dfrac{1}{3}, \dots \} = \{ \dfrac{1}{n} \mid n \in \mathbb{Z}^+\}. Para demostrar que AA es infinito numerable, definimos la función f:ℤ+→Af\colon \mathbb{Z}^+ \to A como f(n)=1nf(n) = \dfrac{1}{n}. Esta función establece una biyección entre ℤ+\mathbb{Z}^+ y AA:


	Inyectiva: Si f(n)=f(m)f(n) = f(m), entonces 1n=1m\dfrac{1}{n} = \dfrac{1}{m}, lo que implica n=mn=m.

	Sobreyectiva: Para cualquier y∈Ay \in A, por la propia definición de AA, existe un entero positivo nn tal que y=1ny = \dfrac{1}{n}. Por lo tanto, y=f(n)y = f(n).



En consecuencia, |A|=|ℤ+|=ℵ0|A| = |\mathbb{Z}^+| = \aleph_0, y AA es un conjunto numerable (infinito numerable).




Ejemplo 1.18 Sea kk un entero positivo no nulo. Consideremos el conjunto de los múltiplos positivos de kk, kℤ+={k⋅n∣n∈ℤ+}={k,2k,3k,…}k\mathbb{Z}^+ = \{k\cdot n \mid n\in \mathbb{Z}^+\} = \{k, 2k, 3k, \dots \}. Para demostrar que kℤ+k\mathbb{Z}^+ es numerable, definimos la función f:ℤ+→kℤ+f\colon\mathbb{Z}^+ \to k\mathbb{Z}^+ como f(x)=kxf(x) = kx. Esta función es biyectiva:


	Inyectiva: Si f(x)=f(y)f(x) = f(y), entonces kx=kykx = ky. Como k≠0k \ne 0, se deduce que x=yx=y.

	Sobreyectiva: Por definición, todo elemento de kℤ+k\mathbb{Z}^+ es de la forma knkn para algún n∈ℤ+n \in \mathbb{Z}^+. Por lo tanto, para cualquier y∈kℤ+y \in k\mathbb{Z}^+, existe x=y/k∈ℤ+x = y/k \in \mathbb{Z}^+ tal que f(x)=k(y/k)=yf(x) = k(y/k) = y.



Por lo tanto, |kℤ+|=|ℤ+|=ℵ0|k\mathbb{Z}^+| = |\mathbb{Z}^+| = \aleph_0, y kℤ+k\mathbb{Z}^+ es numerable.



La noción de “enumeración” proporciona una perspectiva intuitiva sobre los conjuntos numerables. Un conjunto se puede enumerar si sus elementos pueden ser organizados en una lista, ya sea finita o infinita. Formalmente, definimos enumeración de la siguiente manera:


Definición 1.18 Una enumeración de un conjunto AA es una función sobreyectiva ff cuyo dominio es ℕn\mathbb{N}_n para algún n∈ℕn \in \mathbb{N}, o bien ℤ+\mathbb{Z}^+.


	Si ff es además inyectiva (y por tanto, biyectiva), se dice que es una enumeración sin repeticiones.

	Si ff no es inyectiva, se dice que es una enumeración con repeticiones.



Una enumeración ff se especifica habitualmente listando la secuencia de valores [f(1),f(2),…][f(1), f(2), \dots ].




Ejemplo 1.19 Consideremos el conjunto A={a,b,c}A = \{ a, b, c\}. Entonces, [b,c,b,a][ b, c, b, a ] y [c,b,a][ c, b, a ] son enumeraciones de AA. La primera es una enumeración con repeticiones, mientras que la segunda es una enumeración sin repeticiones.



En el contexto de conjuntos numerables, la existencia de una enumeración es suficiente para determinar su cardinalidad. En particular, para demostrar que un conjunto es numerable, no es necesario construir explícitamente una biyección, sino que basta con encontrar una función sobreyectiva desde ℕ\mathbb{N} o ℤ+\mathbb{Z}^+.


Teorema 1.9 (Caracterización de conjuntos numerables) Un conjunto AA es numerable si, y sólo si, existe una enumeración de AA.




Ejemplo 1.20 Dado cualquier alfabeto finito Σ\Sigma, el conjunto Σ*\Sigma^* de todas las cadenas finitas formadas con símbolos de Σ\Sigma es infinito numerable. Para demostrar esto, podemos construir una enumeración de los elementos de Σ*\Sigma^* siguiendo un orden lexicográfico (similar al orden alfabético de un diccionario), primero por longitud de cadena y luego alfabéticamente dentro de las cadenas de la misma longitud.

Por ejemplo, para el alfabeto binario Σ={0,1}\Sigma = \{ 0, 1\}, si consideramos que 00 precede a 11, podemos enumerar Σ*\Sigma^* de la siguiente manera: [ϵ,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111,0000,…]
[\epsilon, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, \dots ]
 donde ϵ\epsilon representa la cadena vacía. Esta enumeración cubre todos los elementos de Σ*\Sigma^* y, por lo tanto, Σ*\Sigma^* es numerable.




Ejemplo 1.21 El conjunto de los números racionales positivos ℚ+\mathbb{Q}^+ es infinito numerable. Es claro que ℚ+\mathbb{Q}^+ no es finito, ya que contiene a los números naturales ℕ\mathbb{N} como subconjunto. Para demostrar que el conjunto de los números racionales positivos ℚ+\mathbb{Q}^+ es numerable, vamos a construir una enumeración explícita de sus elementos. Consideremos la siguiente tabla infinita: 1112131415…2122232425…3132333435…4142434445…5152535455…⋮⋮⋮⋮⋮⋱
\begin{array}{cccccc}
\frac{1}{1} & \frac{1}{2} & \frac{1}{3} & \frac{1}{4} & \frac{1}{5} & \dots \\
\frac{2}{1} & \frac{2}{2} & \frac{2}{3} & \frac{2}{4} & \frac{2}{5} & \dots \\
\frac{3}{1} & \frac{3}{2} & \frac{3}{3} & \frac{3}{4} & \frac{3}{5} & \dots \\
\frac{4}{1} & \frac{4}{2} & \frac{4}{3} & \frac{4}{4} & \frac{4}{5} & \dots \\
\frac{5}{1} & \frac{5}{2} & \frac{5}{3} & \frac{5}{4} & \frac{5}{5} & \dots \\
\vdots & \vdots & \vdots & \vdots & \vdots & \ddots
\end{array}


En esta tabla, la fila ii-ésima contiene las fracciones con numerador ii y denominadores 1,2,3,…1, 2, 3, \dots. Cada número racional positivo aparece en esta tabla al menos una vez (de hecho, infinitas veces, por ejemplo 11=22=33=…\frac{1}{1} = \frac{2}{2} = \frac{3}{3} = \dots).

Para enumerar los elementos de ℚ+\mathbb{Q}^+, podemos recorrer la tabla siguiendo un camino diagonal, como se indica a continuación:


	Empezamos por la esquina superior izquierda, 11\frac{1}{1}.

	Seguimos diagonalmente hacia abajo y a la derecha, tomando 12,21\frac{1}{2}, \frac{2}{1}.

	Continuamos con la siguiente diagonal, tomando 13,22,31\frac{1}{3}, \frac{2}{2}, \frac{3}{1}.

	Seguimos este patrón diagonal, recorriendo cada diagonal completa antes de pasar a la siguiente.



Este proceso genera la siguiente enumeración: [11,12,21,13,22,31,14,23,32,41,…]
\left[ \frac{1}{1}, \frac{1}{2}, \frac{2}{1}, \frac{1}{3}, \frac{2}{2}, \frac{3}{1}, \frac{1}{4}, \frac{2}{3}, \frac{3}{2}, \frac{4}{1}, \dots \right]


En esta enumeración, debemos eliminar las fracciones que no estén en su forma irreducible (o, más simplemente, eliminar las repeticiones). Si eliminamos las repeticiones y consideramos solo los racionales positivos únicos, obtenemos una enumeración de ℚ+\mathbb{Q}^+. Por ejemplo, eliminando las fracciones repetidas en los primeros términos, obtenemos: [11,12,21,13,31,14,23,32,41,…]
\left[ \frac{1}{1}, \frac{1}{2}, \frac{2}{1}, \frac{1}{3}, \frac{3}{1}, \frac{1}{4}, \frac{2}{3}, \frac{3}{2}, \frac{4}{1}, \dots \right]
 (hemos eliminado 22=11\frac{2}{2} = \frac{1}{1} y 33=11\frac{3}{3} = \frac{1}{1}, 24=12\frac{2}{4} = \frac{1}{2}, 42=21\frac{4}{2} = \frac{2}{1}, 36=12\frac{3}{6} = \frac{1}{2}, etc.)

Este proceso diagonal asegura que cada fracción pq\frac{p}{q} con p,q∈ℤ+p, q \in \mathbb{Z}^+ eventualmente será alcanzada en la enumeración, ya que estará en la diagonal correspondiente a la suma p+q=kp+q = k para algún entero k≥2k \ge 2. Por lo tanto, hemos construido una enumeración de ℚ+\mathbb{Q}^+, lo que demuestra que ℚ+\mathbb{Q}^+ es un conjunto numerable.



El siguiente resultado establece una propiedad fundamental del cardinal ℵ0\aleph_0: es el “menor” cardinal infinito.


Teorema 1.10 Todo conjunto infinito contiene un subconjunto infinito numerable. Equivalentemente, si AA es un conjunto infinito, entonces ℵ0≤|A|\aleph_0 \le |A|.



Este teorema implica que ℵ0\aleph_0 es el cardinal “más pequeño” entre todos los cardinales infinitos. Cualquier conjunto infinito tiene al menos la “misma cantidad de elementos” que los números naturales.



1.2.1.2 Conjuntos no numerables

Ahora, surge la pregunta de si existen conjuntos infinitos que no sean equipotentes a ℕ\mathbb{N}. En otras palabras, ¿existen conjuntos infinitos cuyo “tamaño” sea estrictamente mayor que el de los números naturales? El siguiente teorema, fundamental en la teoría de cardinalidad, responde afirmativamente a esta pregunta, proporcionando un ejemplo crucial de conjunto no numerable.


Teorema 1.11 (Diagonal de Cantor) El intervalo de números reales [0,1][0, 1] no es numerable.



La demostración de este teorema, que utiliza una técnica conocida como el método de la diagonal de Cantor, es un resultado clásico en teoría de conjuntos. Aunque no se presenta la demostración detallada en este curso, es importante destacar que este método es una herramienta poderosa con numerosas aplicaciones en diversas áreas de las matemáticas y la informática teórica, especialmente en teoría de la computabilidad.
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Anteriormente, hemos establecido el Teorema de Cantor, que afirma que para cualquier conjunto AA, se cumple la desigualdad |A|<|𝒫(A)||A| < |\mathcal{P}(A)|. Aplicando este teorema al conjunto de los números naturales ℕ\mathbb{N}, obtenemos que |ℕ|<|𝒫(ℕ)||\mathbb{N}| < |\mathcal{P}(\mathbb{N})|. Como ℕ\mathbb{N} es numerable (de cardinal ℵ0\aleph_0), se deduce que 𝒫(ℕ)\mathcal{P}(\mathbb{N}) tiene un cardinal estrictamente mayor que ℵ0\aleph_0, y por lo tanto, 𝒫(ℕ)\mathcal{P}(\mathbb{N}) no puede ser numerable.


Teorema 1.12 El conjunto potencia de los números naturales, 𝒫(ℕ)\mathcal{P}(\mathbb{N}), es no numerable.



Una vez establecido que existen conjuntos infinitos no numerables, podemos introducir un nuevo cardinal infinito para describir el “tamaño” de conjuntos como 𝒫(ℕ)\mathcal{P}(\mathbb{N}) y [0,1][0, 1].


Definición 1.19 Se dice que un conjunto AA tiene cardinal ℵ1\aleph_1 si existe una biyección entre el conjunto potencia de los números naturales 𝒫(ℕ)\mathcal{P}(\mathbb{N}) y AA.



Es importante notar que esta definición de ℵ1\aleph_1 no coincide con la definición original dada por Cantor en el contexto de los números ordinales. Sin embargo, para nuestros propósitos, esta definición simplificada es suficiente. El cardinal de 𝒫(ℕ)\mathcal{P}(\mathbb{N}) se denota también con los símbolos 𝔠\mathfrak{c} (cardinal del continuo) o ℶ1\beth_1 (beth-uno). La Hipótesis del Continuo, una famosa conjetura en teoría de conjuntos (cuya demostración de independencia de los axiomas ZFC fue probada por Gödel y Cohen), postula que no existe ningún cardinal estrictamente intermedio entre ℵ0\aleph_0 y 𝔠\mathfrak{c}. Si se asume la Hipótesis del Continuo, se tiene que ℵ1=𝔠\aleph_1 = \mathfrak{c}.

Utilizando la notación 2A2^A para el conjunto potencia de AA, la relación entre ℵ0\aleph_0 y ℵ1\aleph_1 puede expresarse de forma análoga a la relación entre cardinales finitos y sus conjuntos potencia: ℵ1=2ℵ0.
\aleph_1 = 2^{\aleph_0}.
 Esta expresión refuerza la idea de que ℵ1\aleph_1 representa un “tamaño” significativamente mayor que ℵ0\aleph_0.

En resumen, combinando los resultados que hemos visto hasta ahora, podemos establecer la siguiente jerarquía de cardinalidades: para cualquier conjunto finito AA, |A|<ℵ0<ℵ1.
|A| < \aleph_0 < \aleph_1.
 Esto significa que cualquier conjunto finito tiene un cardinal estrictamente menor que ℵ0\aleph_0, y ℵ0\aleph_0 es estrictamente menor que ℵ1\aleph_1.

De forma análoga a como ℕ\mathbb{N} (o ℤ+\mathbb{Z}^+) son los conjuntos de referencia para la numerabilidad, el intervalo [0,1]⊂ℝ[0,1] \subset \mathbb{R} se utiliza como conjunto estándar para caracterizar conjuntos de cardinal ℵ1\aleph_1. El siguiente teorema, cuya demostración omitimos, formaliza esta idea.


$$\Huge\aleph_1 \stackrel{?}{=} \mathfrak{c}$$ La Hipótesis del Continuo, formulada por Cantor, establece que no existe ningún cardinal entre el cardinal de los números naturales (ℵ0\aleph_0) y el cardinal de los números reales (el continuo, 𝔠\mathfrak{c}). En otras palabras, no hay un “tamaño” de infinito estrictamente intermedio entre los conjuntos numerables y los conjuntos con la cardinalidad del continuo. Sorprendentemente, se demostró en el siglo XX que la Hipótesis del Continuo es indecidible dentro de los axiomas estándar de la teoría de conjuntos (ZFC), lo que significa que puede ser asumida como verdadera o falsa sin contradicción.




Teorema 1.13 El cardinal del intervalo [0,1][0,1] como subconjunto de los números reales ℝ\mathbb{R} es ℵ1\aleph_1.




Ejemplo 1.22 El conjunto ℝ\mathbb{R} de todos los números reales tiene cardinal ℵ1\aleph_1. Esto se puede demostrar construyendo una biyección entre el intervalo (0,1)(0, 1) y ℝ\mathbb{R}. Un ejemplo de tal biyección es la función g:(0,1)→ℝ,g(x)=1−2xx(1−x).
g\colon (0, 1) \to \mathbb{R}, \qquad\quad g(x) = \dfrac{1- 2x}{x(1-x)}.
 Como ya hemos visto previamente que los intervalos [0,1][0,1] y (0,1)(0,1) tienen el mismo cardinal (es decir, ℵ1\aleph_1), este ejemplo confirma que |ℝ|=ℵ1|\mathbb{R}| = \aleph_1.



Como consecuencia del Teorema de Cantor, sabemos que |A|<|𝒫(A)||A| < |\mathcal{P}(A)| para cualquier conjunto AA. Aplicando iterativamente el operador conjunto potencia, obtenemos una jerarquía infinita de cardinales infinitos, todos ellos no numerables: |ℕ|<|𝒫(ℕ)|<|𝒫(𝒫(ℕ))|<…
|\mathbb N| < |\mathcal{P}(\mathbb N)| < |\mathcal{P}(\mathcal{P}(\mathbb N))| < \dots
 Este resultado fundamental revela que no existe un cardinal infinito máximo. Sin embargo, como hemos demostrado, sí existe un cardinal infinito mínimo, ℵ0\aleph_0. Para los objetivos de este curso introductorio, nos centraremos principalmente en conjuntos con cardinales finitos, ℵ0\aleph_0 (numerable) o ℵ1\aleph_1 (cardinal del continuo).




1.2.2 Aplicaciones

Aunque pueda parecer que “medir” el tamaño de conjuntos es una actividad por puro placer matemático, tiene multitud de aplicaciones, como presentamos aquí.


1.2.2.1 Recuento

El concepto de cardinalidad surge directamente de la necesidad de generalizar la idea de “contar” más allá de los conjuntos finitos. En el ámbito de los conjuntos finitos, el cardinal simplemente coincide con el número de elementos, una noción intuitiva y familiar. Sin embargo, al enfrentarnos a conjuntos infinitos, la cardinalidad se convierte en la herramienta fundamental para comparar y clasificar el “tamaño” de estos conjuntos. Mientras que la intuición podría sugerir que todos los conjuntos infinitos son “igual de grandes”, la teoría de cardinalidad revela una jerarquía sorprendente de infinitos, cada uno estrictamente mayor que el anterior.

La cardinalidad nos permite establecer comparaciones precisas entre conjuntos infinitos, determinando si dos conjuntos infinitos tienen el mismo “número” de elementos (son equipotentes) o si uno es “más grande” que otro en términos de cardinalidad. Esta capacidad de comparación es esencial para entender la estructura y las propiedades de los conjuntos infinitos, y para extender las técnicas de recuento combinatorio a contextos más generales. Por ejemplo, al demostrar que el conjunto de los números racionales es numerable, esencialmente estamos mostrando que, aunque infinito, se puede “contar” en cierto sentido, al poder establecer una biyección con los números naturales.



1.2.2.2 Teoría de la probabilidad

La teoría de la probabilidad, especialmente en su formulación moderna basada en la teoría de la medida, se beneficia enormemente del concepto de cardinalidad, sobre todo cuando se trata de espacios de probabilidad continuos. En estos espacios, como el intervalo [0,1][0, 1] utilizado para modelar variables aleatorias continuas, la cardinalidad permite entender y comparar la “probabilidad” de diferentes eventos. Aunque en espacios continuos la probabilidad de un punto individual es cero, la cardinalidad nos ayuda a comprender que no todos los conjuntos de probabilidad cero son “iguales”.
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Por ejemplo, al considerar la distribución uniforme en el intervalo [0,1][0, 1], tanto el conjunto de los números racionales como el conjunto de los números trascendentes son subconjuntos de [0,1][0, 1]. Ambos conjuntos son infinitos, pero tienen cardinalidades muy diferentes. El conjunto de los racionales es numerable (cardinal ℵ0\aleph_0), mientras que el conjunto de los trascendentes es no numerable (cardinal ℵ1\aleph_1). Esta diferencia en cardinalidad se refleja en la medida de Lebesgue (y por tanto, en la probabilidad): el conjunto de los racionales tiene medida cero, mientras que el conjunto de los trascendentes tiene medida uno. La cardinalidad, por lo tanto, proporciona un marco conceptual para distinguir entre diferentes “grados de infinidad” incluso dentro de conjuntos con medida cero o medida uno, enriqueciendo nuestra comprensión de la probabilidad en contextos continuos.



1.2.2.3 Computabilidad

En el campo de la computabilidad, la cardinalidad juega un papel crucial para establecer límites fundamentales sobre lo que se puede y no se puede computar. La teoría de la computabilidad se ocupa de estudiar qué problemas pueden ser resueltos mediante algoritmos y cuáles son inherentemente irresolubles. La noción de conjunto numerable e incontable es esencial en este contexto. Los conjuntos numerables, al poder ser “enumerados” o “listados”, guardan una relación más estrecha con la computación, que inherentemente se basa en procesos discretos y secuenciales.

Un resultado fundamental en computabilidad es que el conjunto de todos los programas posibles (en cualquier lenguaje de programación) es numerable, ya que cada programa puede representarse como una cadena finita de símbolos de un alfabeto finito. Sin embargo, el conjunto de todos los problemas posibles (por ejemplo, el conjunto de todas las funciones de ℕ\mathbb{N} en ℕ\mathbb{N}) es no numerable. Esta diferencia de cardinalidad implica que existen “muchos más” problemas que programas para resolverlos. En consecuencia, debe haber problemas que son inherentemente no computables, es decir, para los que no existe ningún algoritmo que los resuelva. La cardinalidad, en este sentido, nos ayuda a comprender las limitaciones intrínsecas de la computación y a identificar problemas que están más allá del alcance de cualquier algoritmo, como el famoso problema de la parada de Turing.




1.2.3 Ejercicios

Presentamos una serie de problemas y cuestiones principalmente teóricas para reforzar y recordar los conceptos de cardinalidad.


Ejercicio 1.25 Sea AA un conjunto finito. Demuestra que todo subconjunto de AA es finito.




Ejercicio 1.26 Demuestra que la unión de dos conjuntos finitos es un conjunto finito.




Ejercicio 1.27 Demuestra que el producto cartesiano de dos conjuntos finitos es un conjunto finito.




Ejercicio 1.28 Si AA es infinito, entonces demuestra que A∪BA\cup B es infinito para cualquier conjunto BB.




Ejercicio 1.29 Si f:A→Bf\colon A\to B es una función inyectiva y AA es infinito, demuestra que BB es infinito.




Ejercicio 1.30 Si AA es infinito y B≠⌀B\ne \varnothing, demuestra que A×BA\times B es infinito.




Ejercicio 1.31 Si AA es infinito, demuestra que 𝒫(A)\mathcal{P}(A) es infinito.




Ejercicio 1.32 Sea UU un conjunto infinito y A⊂UA \subset U un conjunto finito. Demuestra que U\AU \setminus A es infinito.




Ejercicio 1.33 Sea f:A→Bf: A \to B una función inyectiva. Si BB es finito, demuestra que AA es finito.




Ejercicio 1.34 Sea f:A→Bf: A \to B una función sobreyectiva. Si AA es finito, demuestra que BB es finito.




Ejercicio 1.35 🔴 Demuestra que los siguientes conjuntos son numerables estableciendo una biyección con ℤ+\mathbb{Z}^+. A={10,20,30,40,...};B={6,7,8,9,...};
A = \{10, 20, 30, 40, ... \} ; \quad
B = \{ 6, 7, 8, 9, ... \} ;
 ℤ−={−1,−2,−3,−4,...};C={1/n∣n∈ℤ+}
\mathbb{Z}^{-} = \{-1, -2, -3, -4, ... \} ; \quad
C= \{ 1/n \mid n \in \mathbb{Z}^+\}





Ejercicio 1.36 🔴 Demuestra que el conjunto de los números enteros ℤ\mathbb{Z} es numerable.




Ejercicio 1.37 🔴 Demuestra que el conjunto de los números racionales ℚ\mathbb{Q} es numerable.




Ejercicio 1.38 🔴 Demuestra que la unión de dos conjuntos numerables es numerable.




Ejercicio 1.39 🔴 Demuestra que si AA es un conjunto numerable, entonces A×ℕA \times \mathbb{N} es numerable.




Ejercicio 1.40 🔴 Demuestra que el conjunto de todos los pares de números naturales (m,n)(m, n) tales que m+n=100m + n = 100 es finito. Determina su cardinal.




Ejercicio 1.41 🔴 Demuestra que el conjunto de todos los pares de números naturales (m,n)(m, n) tales que m<nm < n es numerable.




Ejercicio 1.42 🔴 Demuestra que cualquier intervalo abierto (a,b)(a, b) con a<ba < b en ℝ\mathbb{R} es no numerable y tiene cardinal ℵ1\aleph_1.




Ejercicio 1.43 🔴 Demuestra que ℤ×ℤ\mathbb{Z} \times \mathbb{Z} es numerable.




Ejercicio 1.44 🔴 Demuestra que ℚ×ℚ\mathbb{Q} \times \mathbb{Q} es numerable.




Ejercicio 1.45 🔴 Demuestra que la unión numerable de conjuntos numerables es numerable. Es decir, si {An}n∈ℕ\{A_n\}_{n \in \mathbb{N}} es una familia numerable de conjuntos numerables, entonces ⋃n=0∞An\bigcup_{n=0}^{\infty} A_n es numerable.




Ejercicio 1.46 🔴 Demuestra que el producto cartesiano de un número finito de conjuntos numerables es numerable.




Ejercicio 1.47 🔴 Sean AA y BB conjuntos disjuntos. Si A∪BA \cup B es numerable, ¿son necesariamente AA y BB numerables? Demuéstralo o da un contraejemplo.




Ejercicio 1.48 🔴 Sea AA un conjunto no numerable y BB un subconjunto numerable de AA. ¿Cuál es el cardinal de A\BA \setminus B?




Ejercicio 1.49 🔴 Determina el cardinal de ℕ×ℚ\mathbb{N} \times \mathbb{Q}.




Ejercicio 1.50 🔴🔴 Demuestra que el conjunto de polinomios con coeficientes racionales es numerable.




Ejercicio 1.51 🔴🔴 Demuestra que el conjunto de los números algebraicos es numerable. (Un número algebraico es un número real que es raíz de un polinomio con coeficientes enteros).




Ejercicio 1.52 🔴🔴 Demuestra que el conjunto de los números reales ℝ\mathbb{R} no es numerable utilizando el argumento de la diagonal de Cantor.







Ejercicio 1.53 🔴🔴 Determina el cardinal de ℝ2=ℝ×ℝ\mathbb{R}^2 = \mathbb{R} \times \mathbb{R}.




Ejercicio 1.54 🔴🔴 Determina el cardinal del conjunto de todas las funciones de ℝ\mathbb{R} en ℝ\mathbb{R}, es decir, |ℝℝ||\mathbb{R}^{\mathbb{R}}|.




Ejercicio 1.55 🔴🔴 Determina el cardinal del conjunto de todas las sucesiones de números reales.




Ejercicio 1.56 🔴🔴 Determina el cardinal del conjunto de todas las funciones continuas de ℝ\mathbb{R} en ℝ\mathbb{R}.







Ejercicio 1.57 🔴🔴 Determina el cardinal del conjunto de todas las sucesiones infinitas de 0s y 1s.




Ejercicio 1.58 🔴🔴 Determina el cardinal del conjunto de todas las funciones de ℕ\mathbb{N} en {0,1}\{0, 1\}.




Ejercicio 1.59 🔴🔴 Compara los cardinales de 𝒫(ℕ)\mathcal{P}(\mathbb{N}) y 𝒫(𝒫(ℕ))\mathcal{P}(\mathcal{P}(\mathbb{N})). ¿Cuál es mayor?




Ejercicio 1.60 🔴🔴 Sea AA un conjunto no numerable y BB un conjunto cualquiera. ¿Cuál es el cardinal de A∪BA \cup B?




Ejercicio 1.61 🔴🔴 Sea AA un conjunto no numerable y BB un conjunto no vacío cualquiera. ¿Cuál es el cardinal de A×BA \times B?




Ejercicio 1.62 🔴🔴 Demuestra que para cualquier n∈ℤ+n \in \mathbb{Z}^+, el cardinal de ℝn\mathbb{R}^n es ℵ1\aleph_1.




Ejercicio 1.63 🔴🔴 Determina el cardinal del conjunto de todas las sucesiones de números naturales ℕℕ\mathbb{N}^{\mathbb{N}}.




Ejercicio 1.64 🔴🔴 Demuestra que el cardinal del conjunto de funciones continuas de ℝ\mathbb{R} en ℝ\mathbb{R} es ℵ1\aleph_1. (Pista: Una función continua queda determinada por sus valores en los racionales).




Ejercicio 1.65 🔴🔴 ¿Cuál es el cardinal del conjunto de funciones discontinuas de ℝ\mathbb{R} en ℝ\mathbb{R}?




Ejercicio 1.66 🔴🔴 Dados conjuntos AA y BB con |A|≤|B||A| \le |B|. Compara los cardinales de 𝒫(A)\mathcal{P}(A) y 𝒫(B)\mathcal{P}(B).




Ejercicio 1.67 🔴🔴 ¿Puede la intersección de dos conjuntos no numerables ser numerable? Justifica tu respuesta.




Ejercicio 1.68 🔴🔴 Sean AA y BB conjuntos disjuntos. Si AA es no numerable, ¿es A∪BA \cup B necesariamente no numerable?




Ejercicio 1.69 🔴🔴 Sea AA un conjunto no numerable y ∼\sim una relación de equivalencia en AA tal que cada clase de equivalencia es numerable. ¿Qué puedes decir sobre la cardinalidad del conjunto cociente A/∼A/\sim? ¿Es necesariamente no numerable?




Ejercicio 1.70 🔴🔴 Sean AA y BB conjuntos con |A|=ℵ0|A| = \aleph_0 y |B|=ℵ1|B| = \aleph_1. Determina el cardinal del conjunto de todas las funciones inyectivas de AA en BB.




Ejercicio 1.71 🔴🔴 Sean AA y BB conjuntos con |A|=ℵ1|A| = \aleph_1 y |B|=ℵ0|B| = \aleph_0. Determina si existen funciones sobreyectivas de AA en BB. En caso afirmativo, ¿cuántas existen? (Considera el cardinal del conjunto de funciones sobreyectivas).






1.3 Divisibilidad y aritmética modular

Divisores y múltiplos. Máximo común divisor y mínimo común múltiplo. Algoritmo de Euclides. Lema de Bezout. Ecuaciones diofánticas.


1.3.1 Congruencias

Relación de congruencia módulo n. Propiedades de las congruencias. Sistemas de congruencias. Teorema chino del resto.



1.3.2 Anillos de enteros módulo n

Operaciones en Z/nZ. Elementos inversibles.



1.3.3 Aplicaciones

Criptografía (RSA, Diffie-Hellman). Teoría de números.



1.3.4 Ejercicios






2 Retículos y álgebras de Boole


2.1 Conjuntos parcialmente ordenados

En la Capítulo 1 se ha estudiado el concepto general de relación y las propiedades que determinan las relaciones de orden. Las relaciones de orden proporcionan el modelo matemático para describir comparaciones entre elementos de un conjunto, generalizando las nociones de “menor o igual”, “precedencia” o “jerarquía”. En la vida cotidiana y en diversas disciplinas, encontramos ejemplos de ordenaciones: en un conjunto de personas, podemos establecer comparaciones basadas en la estatura, la edad, el salario, etc., lo que induce relaciones de orden entre los individuos. En la organización de tareas, las dependencias entre ellas definen un orden parcial, donde algunas tareas deben completarse antes que otras, pero puede haber tareas independientes que no están relacionadas en el orden.


Ejemplo 2.1  


	Conjunto potencia con la relación de inclusión: Si SS es un conjunto cualquiera, el par (𝒫(S),⊆)(\mathcal{P}(S), \subseteq) es un conjunto parcialmente ordenado. La relación de inclusión ⊆\subseteq es reflexiva (todo conjunto está incluido en sí mismo), antisimétrica (si A⊆BA \subseteq B y B⊆AB \subseteq A, entonces A=BA = B) y transitiva (si A⊆BA \subseteq B y B⊆CB \subseteq C, entonces A⊆CA \subseteq C). En general, (𝒫(S),⊆)(\mathcal{P}(S), \subseteq) no es totalmente ordenado, a menos que SS tenga como mucho un elemento. Por ejemplo, si S={1,2}S = \{1, 2\}, 𝒫(S)={⌀,{1},{2},{1,2}}\mathcal{P}(S) = \{\varnothing, \{1\}, \{2\}, \{1, 2\}\}. Observamos que {1}⊈{2}\{1\} \not\subseteq \{2\} y {2}⊈{1}\{2\} \not\subseteq \{1\}, por lo que la relación no es conexa.


	Conjuntos numéricos con el orden usual: La relación “≤\leq” en los conjuntos numéricos ℕ\mathbb{N}, ℤ\mathbb{Z}, ℚ\mathbb{Q} y ℝ\mathbb{R} es una relación de orden total. En cada caso, “≤\leq” es reflexiva, antisimétrica, transitiva y conexa. Por ejemplo, (ℝ,≤)(\mathbb{R}, \leq) es un conjunto totalmente ordenado.


	Números naturales con la relación de divisibilidad: La relación de divisibilidad (|{|}) en el conjunto de los números naturales ℕ\mathbb{N} (o en ℤ+\mathbb{Z}^+) es una relación de orden parcial. Es reflexiva (todo número se divide a sí mismo), antisimétrica (si a|ba {|} b y b|ab {|} a, entonces a=ba = b para números naturales) y transitiva (si a|ba {|} b y b|cb {|} c, entonces a|ca {|} c). Sin embargo, (ℕ,|)(\mathbb{N}, {|}) no es totalmente ordenado. Por ejemplo, 2|̸32 \not{|} 3 y 3|̸23 \not{|} 2.






Es habitual utilizar símbolos como ≤\leq, ≼\preceq o ⊑\sqsubseteq para representar relaciones de orden, escribiéndolos de forma infija: x≼yx \preceq y. Cuando trabajamos con un conjunto ordenado (A,≼)(A, \preceq) y se cumple x≼yx \preceq y, decimos que xx es anterior o precede a yy, o que yy es posterior o supera a xx. Si además x≼yx \preceq y y x≠yx \neq y, escribimos x≺yx \prec y para indicar que xx es estrictamente anterior a yy.

Los conjuntos parcialmente ordenados finitos pueden representarse gráficamente mediante diagramas de Hasse, que son grafos dirigidos simplificados que facilitan la visualización de la relación de orden. La construcción de un diagrama de Hasse se basa en las siguientes simplificaciones:


Hasse




	Omisión de bucles (reflexividad): Dado que la relación de orden es reflexiva, todo elemento aa está relacionado consigo mismo (a≼aa \preceq a). En el diagrama, esto se representaría con un bucle en cada vértice. Para simplificar la representación, se omiten todos los bucles en los diagramas de Hasse, ya que la reflexividad se asume implícitamente.


	Omisión de aristas transitivas (transitividad): Si a≼ba \preceq b y b≼cb \preceq c, entonces por transitividad a≼ca \preceq c. En el grafo, esto implicaría la existencia de aristas (a,b)(a, b), (b,c)(b, c) y (a,c)(a, c). Para simplificar, se omiten las aristas que se deducen por transitividad. Es decir, si existen caminos “más largos” que implican la relación, se elimina la arista “directa”.


	Omisión de direcciones (antisimetría y convención ascendente): Dado que la relación de orden es antisimétrica, no puede haber pares de elementos distintos a,ba, b tales que a≼ba \preceq b y b≼ab \preceq a. En el grafo, esto significa que no habrá pares de vértices unidos por dos aristas en sentidos opuestos. Para indicar la dirección del orden, se adopta la convención de dibujar los diagramas de forma ascendente: si x≼yx \preceq y, el vértice que representa a xx se dibuja a un nivel inferior que el vértice que representa a yy. De esta forma, se pueden omitir las puntas de flecha en las aristas, ya que la dirección del orden se indica por la posición vertical relativa de los vértices.




En resumen, un diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado (A,≼)(A, \preceq) es un grafo donde:


	Los vértices representan los elementos de AA.

	Se dibuja una arista ascendente desde xx hasta yy si y solo si yy es un sucesor inmediato de xx, es decir, x≺yx \prec y y no existe ningún elemento z∈Az \in A tal que x≺z≺yx \prec z \prec y.



Los diagramas de Hasse son especialmente útiles para visualizar conjuntos parcialmente ordenados finitos e incluso algunos conjuntos infinitos numerables, particularmente cuando cada elemento tiene un número finito de sucesores inmediatos.


Definición 2.1 Sean xx e yy elementos de un conjunto parcialmente ordenado (A,≼)(A, \preceq). Decimos que yy es un sucesor inmediato de xx si x≼yx \preceq y, x≠yx \neq y (es decir, x≺yx \prec y) y no existe ningún elemento z∈Az\in A tal que x≺z≺yx \prec z \prec y.




Ejemplo 2.2 Si n>1n>1 es un número natural, denotamos por DnD_n al conjunto de sus divisores positivos, Dn={m∈ℤ+∣m divide a n}
D_n=\{ m \in \mathbb{Z}^+ \mid m \text{ divide a } n\}
 y por 𝒟n=(Dn,|\mathcal{D}_n=(D_n,| al correspondiente conjunto ordenado con la relación de divisibilidad. Por ejemplo, para n=30n=30, D30={1,2,3,5,6,10,15,30}D_{30}=\{1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30\}, y 𝒟30=(D30,|)\mathcal{D}_{30}=(D_{30},|). El diagrama de Hasse de la relación de divisibilidad en 𝒟30\mathcal{D}_{30} se muestra en la siguiente figura.





[image: ]








En el diagrama de Hasse de 𝒟30\mathcal{D}_{30}:


	El elemento mínimo es 1 (en la parte inferior).

	El elemento máximo es 30 (en la parte superior).

	Los elementos minimales (que no tienen elementos por debajo, aparte de sí mismos) son únicamente 1.

	Los elementos maximales (que no tienen elementos por encima, aparte de sí mismos) son 30.

	Los sucesores inmediatos de 1 son 2, 3, 5.

	Los sucesores inmediatos de 2 son 6, 10.

	Los sucesores inmediatos de 3 son 6, 15.

	Los sucesores inmediatos de 5 son 10, 15.

	Los sucesores inmediatos de 6 son 30.

	Los sucesores inmediatos de 10 son 30.

	Los sucesores inmediatos de 15 son 30.

	Los elementos 12 y 20 no están en 𝒟30\mathcal{D}_{30} porque no son divisores de 30.





Consideremos ahora métodos para construir nuevas relaciones de orden a partir de relaciones de orden dadas. Dos métodos importantes son el orden producto y el orden lexicográfico.


Ejemplo 2.3 Si (A,≼1)(A, \preceq_1) y (B,≼2)(B, \preceq_2) son dos conjuntos parcialmente ordenados, podemos definir en el producto cartesiano A×BA \times B la relación producto ≼\preceq como: (x1,y1)≼(x2,y2)⇔x1≼1x2yy1≼2y2.
(x_1, y_1) \preceq (x_2, y_2) \quad\Longleftrightarrow\quad x_1 \preceq_1 x_2 \quad \text{y} \quad y_1 \preceq_2 y_2.
 Esta relación ≼\preceq es una relación de orden parcial en A×BA \times B. Para verificarlo, comprobamos las propiedades:


	Reflexividad: Para todo (x,y)∈A×B(x, y) \in A \times B, se cumple x≼1xx \preceq_1 x y y≼2yy \preceq_2 y (por reflexividad de ≼1\preceq_1 y ≼2\preceq_2), luego (x,y)≼(x,y)(x, y) \preceq (x, y).

	Antisimetría: Si (x1,y1)≼(x2,y2)(x_1, y_1) \preceq (x_2, y_2) y (x2,y2)≼(x1,y1)(x_2, y_2) \preceq (x_1, y_1), entonces x1≼1x2x_1 \preceq_1 x_2 y y1≼2y2y_1 \preceq_2 y_2, y también x2≼1x1x_2 \preceq_1 x_1 y y2≼2y1y_2 \preceq_2 y_1. Por antisimetría de ≼1\preceq_1 y ≼2\preceq_2, se tiene x1=x2x_1 = x_2 e y1=y2y_1 = y_2, luego (x1,y1)=(x2,y2)(x_1, y_1) = (x_2, y_2).

	Transitividad: Si (x1,y1)≼(x2,y2)(x_1, y_1) \preceq (x_2, y_2) y (x2,y2)≼(x3,y3)(x_2, y_2) \preceq (x_3, y_3), entonces x1≼1x2x_1 \preceq_1 x_2 e y1≼2y2y_1 \preceq_2 y_2, y también x2≼1x3x_2 \preceq_1 x_3 e y2≼2y3y_2 \preceq_2 y_3. Por transitividad de ≼1\preceq_1 y ≼2\preceq_2, se tiene x1≼1x3x_1 \preceq_1 x_3 e y1≼2y3y_1 \preceq_2 y_3, luego (x1,y1)≼(x3,y3)(x_1, y_1) \preceq (x_3, y_3).



Por ejemplo, si consideramos A=B=ℝA=B=\mathbb{R} con la relación de orden habitual “≤\leq”, la relación producto en ℝ×ℝ=ℝ2\mathbb{R}\times \mathbb{R} = \mathbb{R}^2 se define como: (x1,y1)≼(x2,y2)⇔x1≤x2yy1≤y2.
(x_1, y_1) \preceq (x_2, y_2) \quad\Longleftrightarrow\quad x_1 \leq x_2 \quad \text{y} \quad y_1 \leq y_2.
 En este orden producto en ℝ2\mathbb{R}^2, (2,1)≼(3,5)(2,1) \preceq (3,5) ya que 2≤32 \leq 3 y 1≤51 \leq 5. Sin embargo, (2,5)⋠(3,1)(2,5) \not\preceq (3, 1) porque aunque 2≤32 \leq 3, no se cumple 5≤15 \leq 1. De hecho, en este caso, (3,1)⋠(2,5)(3, 1) \not\preceq (2,5) tampoco, ya que aunque 1≤51 \leq 5, no se cumple 3≤23 \leq 2. Esto ilustra que, aunque “≤\leq” es una relación de orden total en ℝ\mathbb{R}, su extensión al orden producto en ℝ×ℝ\mathbb{R} \times \mathbb{R} no es una relación de orden total. En el orden producto, elementos como (2,5)(2,5) y (3,1)(3, 1) son incomparables.

Consideremos ahora el conjunto 𝔹={0,1}\mathbb{B}=\{0,1\} con la relación de orden ≼\preceq dada por 0≼00\preceq 0, 0≼10\preceq 1, 1≼11\preceq 1 (que coincide con el orden usual ≤\leq en {0,1}\{0, 1\}). Los siguientes diagramas de Hasse representan los conjuntos 𝔹\mathbb{B}, 𝔹2=𝔹×𝔹\mathbb{B}^2 = \mathbb{B} \times \mathbb{B}, 𝔹3=𝔹×𝔹×𝔹\mathbb{B}^3 = \mathbb{B} \times \mathbb{B} \times \mathbb{B} utilizando el orden producto.




En estos diagramas:


	𝔹\mathbb{B} es una cadena de dos elementos.

	𝔹2\mathbb{B}^2 es un retículo cuadrado de 4 elementos.

	𝔹3\mathbb{B}^3 es un cubo de 8 elementos.






Ejemplo 2.4 Si (A,≼1)(A, \preceq_1) y (B,≼2)(B, \preceq_2) son dos conjuntos parcialmente ordenados, se define el orden lexicográfico ⊑\sqsubseteq en el producto cartesiano A×BA \times B como: (x1,y1)⊑(x2,y2)⇔(x1≺1x2)o bien(x1=x2yy1≼2y2).
(x_1, y_1) \sqsubseteq (x_2, y_2) \quad\Longleftrightarrow\quad (x_1 \prec_1 x_2) \quad \text{o bien} \quad (x_1 = x_2 \quad \text{y} \quad y_1 \preceq_2 y_2).
 En palabras, (x1,y1)(x_1, y_1) es lexicográficamente anterior a (x2,y2)(x_2, y_2) si x1x_1 es anterior a x2x_2 en AA, o si x1x_1 es igual a x2x_2 y y1y_1 es anterior o igual a y2y_2 en BB. El orden lexicográfico generaliza el orden alfabético de las palabras en un diccionario.

La relación ⊑\sqsubseteq es una relación de orden parcial en A×BA \times B. Además, si ≼1\preceq_1 es un orden total en AA y ≼2\preceq_2 es un orden total en BB, entonces el orden lexicográfico ⊑\sqsubseteq es un orden total en A×BA \times B.

El orden lexicográfico se extiende de forma natural al producto cartesiano de nn conjuntos ordenados A1×A2×…×AnA_1 \times A_2 \times \dots \times A_n y al conjunto A*A^* de las listas (o cadenas) finitas de elementos de un conjunto ordenado AA. Por ejemplo, el orden alfabético de las palabras en un diccionario es un orden lexicográfico en el conjunto de cadenas de letras.



Dentro de los conjuntos parcialmente ordenados, podemos identificar elementos con propiedades especiales, que nos ayudan a describir la estructura del orden.


Definición 2.2 Sea (A,≼)(A, \preceq) un conjunto parcialmente ordenado y B⊆AB \subseteq A un subconjunto de AA.


	Se dice que c∈Ac \in A es cota superior de BB si cc es posterior o igual a todos los elementos de BB: para todo x∈Bx\in B, x≼cx\preceq c. Denotamos por CS(B)\mathop{CS}(B) al conjunto de todas las cotas superiores de BB.


	Se dice que c∈Ac \in A es cota inferior de BB si cc es anterior o igual a todos los elementos de BB: para todo x∈Bx\in B, c≼xc\preceq x. Denotamos por CI(B)\mathop{CI}(B) al conjunto de todas las cotas inferiores de BB.


	Se dice que M∈AM \in A es la mínima cota superior o supremo de BB, si MM es la menor de todas las cotas superiores de BB: M∈CS(B)M\in \mathop{CS}(B) y para todo x∈CS(B)x\in \mathop{CS}(B), M≼xM\preceq x. Si el supremo de BB existe, se denota por sup(B)\sup(B).


	Se dice que m∈Am \in A es la máxima cota inferior o ínfimo de BB, si mm es la mayor de todas las cotas inferiores de BB: m∈CI(B)m\in \mathop{CI}(B) y para todo x∈CI(B)x\in \mathop{CI}(B), x≼mx\preceq m. Si el ínfimo de BB existe, se denota por inf(B)\inf(B).


	Se dice que M∈BM \in B es maximal en BB si no existe ningún elemento de BB estrictamente posterior a MM: no existe x∈Bx\in B tal que M≺xM \prec x.


	Se dice que m∈Bm \in B es minimal en BB si no existe ningún elemento de BB estrictamente anterior a mm: no existe x∈Bx\in B tal que x≺mx \prec m.


	Se dice que M∈BM \in B es máximo de BB si MM es un elemento de BB posterior o igual a todos los elementos de BB: M∈BM\in B y para todo x∈Bx\in B, x≼Mx\preceq M. Si el máximo de BB existe, se denota por máx(B)\mathrm{m\acute{a}x}(B).


	Se dice que m∈Bm \in B es mínimo de BB si mm es un elemento de BB anterior o igual a todos los elementos de BB: m∈Bm\in B y para todo x∈Bx\in B, m≼xm\preceq x. Si el mínimo de BB existe, se denota por mín(B)\mathrm{m\acute{i}n}(B).






Un subconjunto BB de un conjunto parcialmente ordenado (A,≼)(A, \preceq) puede tener varias cotas superiores o inferiores, y también puede tener varios elementos maximales o minimales. Sin embargo, si existen, el supremo, el ínfimo, el máximo y el mínimo son únicos.


Teorema 2.1 Sea BB un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado (A,≼)(A,\preceq).


	Si existe el supremo de BB, entonces es único.

	Si existe el ínfimo de BB, entonces es único.

	Si existe el máximo de BB, entonces es único.

	Si existe el mínimo de BB, entonces es único.






Prueba. Demostraremos la unicidad del supremo. Las demostraciones para ínfimo, máximo y mínimo son análogas.

Supongamos que s1s_1 y s2s_2 son supremos de BB. Como s1s_1 es supremo, es una cota superior de BB, por lo que para todo x∈Bx \in B, x≼s1x \preceq s_1. Análogamente, s2s_2 es supremo, y también es cota superior de BB, por lo que para todo x∈Bx \in B, x≼s2x \preceq s_2.

Ahora, como s1s_1 es supremo, es la mínima de las cotas superiores de BB. Como s2s_2 es una cota superior de BB, debe ser que s1≼s2s_1 \preceq s_2. Recíprocamente, como s2s_2 es supremo (mínima cota superior), y s1s_1 es una cota superior, debe ser que s2≼s1s_2 \preceq s_1.

Tenemos entonces que s1≼s2s_1 \preceq s_2 y s2≼s1s_2 \preceq s_1. Por la propiedad de antisimetría de la relación de orden ≼\preceq, se concluye que s1=s2s_1 = s_2. Por lo tanto, el supremo de BB, si existe, es único.














Dado un conjunto parcialmente ordenado (A,≼)(A, \preceq), a menudo es útil encontrar una relación de orden total ≪\ll que sea “compatible” con ≼\preceq. Esto significa buscar un orden total ≪\ll que extienda el orden parcial ≼\preceq, en el sentido de que si x≼yx \preceq y, entonces x≪yx \ll y. El proceso de construir tal relación de orden total ≪\ll se denomina ordenación topológica. La existencia de una ordenación topológica se basa en el siguiente lema:


Lema 2.1 Si (A,≼)(A, \preceq) es un conjunto parcialmente ordenado, finito y no vacío, entonces AA tiene al menos un elemento minimal.




Prueba. Sea AA un conjunto parcialmente ordenado finito y no vacío. Consideremos una cadena descendente en AA, es decir, una secuencia de elementos a1≽a2≽a3≽…a_1 \succeq a_2 \succeq a_3 \succeq \dots. Dado que AA es finito, cualquier cadena descendente no puede ser infinitamente larga (no puede haber infinitos elementos distintos en la cadena, debido a la antisimetría). Por lo tanto, toda cadena descendente debe terminar en algún elemento aka_k que no tiene ningún elemento estrictamente anterior a él en la cadena. Este elemento aka_k es un elemento minimal de AA.

Alternativamente, podemos considerar un algoritmo para encontrar un elemento minimal: Comenzamos eligiendo un elemento cualquiera x1∈Ax_1 \in A. Si x1x_1 es minimal, hemos terminado. Si no, existe algún x2∈Ax_2 \in A tal que x2≺x1x_2 \prec x_1. Si x2x_2 es minimal, hemos terminado. Si no, existe x3∈Ax_3 \in A tal que x3≺x2x_3 \prec x_2, y así sucesivamente. Como AA es finito y la relación ≺\prec es antisimétrica, este proceso no puede continuar indefinidamente sin repetir elementos (de hecho, no puede repetir ningún elemento, ya que xi+1≺xix_{i+1} \prec x_i implica xi+1≠xix_{i+1} \neq x_i). Por lo tanto, en algún momento debemos llegar a un elemento aka_k que sea minimal, es decir, que no tenga ningún elemento estrictamente anterior a él en AA.



El algoritmo de ordenación topológica utiliza este lema para construir un orden total compatible con un orden parcial dado en un conjunto finito:


	Elegir un elemento minimal a1∈Aa_1 \in A. Como AA es finito y no vacío, por el lema anterior, existe al menos un elemento minimal. Si hay varios elementos minimales, se elige uno arbitrariamente.


	Eliminar el elemento elegido y considerar el conjunto restante A1=A−{a1}A_1 = A - \{a_1\}. Si A1A_1 no es vacío, también es un conjunto parcialmente ordenado finito y no vacío (con la relación de orden restringida de AA). Por el lema, A1A_1 tiene al menos un elemento minimal. Elegimos un elemento minimal a2∈A1a_2 \in A_1. Definimos a1≪a2a_1 \ll a_2.


	Repetir el proceso: Continuamos eliminando el elemento minimal elegido en el paso anterior y seleccionando un elemento minimal del conjunto restante. En el paso kk, habiendo elegido a1,a2,…,ak−1a_1, a_2, \dots, a_{k-1}, elegimos un elemento minimal aka_k del conjunto Ak−1=A−{a1,a2,…,ak−1}A_{k-1} = A - \{a_1, a_2, \dots, a_{k-1}\}. Definimos ak−1≪aka_{k-1} \ll a_k.


	Terminación: Este proceso continúa hasta que se hayan elegido todos los elementos de AA. Dado que AA es finito, el proceso terminará en un número finito de pasos, digamos n=|A|n = |A| pasos, generando una secuencia a1,a2,…,ana_1, a_2, \dots, a_n que contiene todos los elementos de AA. Se define la relación ≪\ll como el orden dado por esta secuencia: a1≪a2≪…≪ana_1 \ll a_2 \ll \dots \ll a_n.




El orden ≪\ll así definido es un orden total en AA. Además, es compatible con el orden parcial inicial ≼\preceq, en el sentido de que si x≼yx \preceq y, entonces x≪yx \ll y. Esto se debe a que en el algoritmo siempre elegimos elementos minimales en cada paso. Si ai≺aja_i \prec a_j en el orden parcial ≼\preceq, entonces necesariamente tendremos que elegir aia_i antes que aja_j en la secuencia ≪\ll, ya que aia_i es minimal en un conjunto que contiene a aja_j (o a un elemento anterior en la cadena descendente que lleva a aja_j). Por lo tanto, si ai≺aja_i \prec a_j, entonces ai≪aja_i \ll a_j.


Ejemplo 2.5 Consideremos el conjunto parcialmente ordenado A={2,4,5,10,12,20}A = \{2, 4, 5, 10, 12, 20 \} con la relación de divisibilidad, cuyo diagrama de Hasse se mostró anteriormente. Vamos a construir una ordenación topológica de AA.


	Primer elemento: Los elementos minimales de AA son 2 y 5. Elegimos arbitrariamente a1=5a_1 = 5.


	Segundo elemento: Eliminamos 5 de AA, obteniendo A1=A−{5}={2,4,10,12,20}A_1 = A - \{5\} = \{2, 4, 10, 12, 20\}. Los elementos minimales de A1A_1 son 2. Elegimos a2=2a_2 = 2. Tenemos 5≪25 \ll 2.


	Tercer elemento: Eliminamos 2 de A1A_1, obteniendo A2=A1−{2}={4,10,12,20}A_2 = A_1 - \{2\} = \{4, 10, 12, 20\}. Los elementos minimales de A2A_2 son 4 y 10. Elegimos arbitrariamente a3=10a_3 = 10. Tenemos 5≪2≪105 \ll 2 \ll 10.


	Cuarto elemento: Eliminamos 10 de A2A_2, obteniendo A3=A2−{10}={4,12,20}A_3 = A_2 - \{10\} = \{4, 12, 20\}. El único elemento minimal de A3A_3 es 4. Elegimos a4=4a_4 = 4. Tenemos 5≪2≪10≪45 \ll 2 \ll 10 \ll 4.


	Quinto elemento: Eliminamos 4 de A3A_3, obteniendo A4=A3−{4}={12,20}A_4 = A_3 - \{4\} = \{12, 20\}. Los elementos minimales de A4A_4 son 12 y 20. Elegimos arbitrariamente a5=20a_5 = 20. Tenemos 5≪2≪10≪4≪205 \ll 2 \ll 10 \ll 4 \ll 20.


	Sexto elemento: Eliminamos 20 de A4A_4, obteniendo A5=A4−{20}={12}A_5 = A_4 - \{20\} = \{12\}. El único elemento minimal de A5A_5 es 12. Elegimos a6=12a_6 = 12. Tenemos 5≪2≪10≪4≪20≪125 \ll 2 \ll 10 \ll 4 \ll 20 \ll 12.




Hemos obtenido la ordenación topológica total: 5≪2≪10≪4≪20≪125 \ll 2 \ll 10 \ll 4 \ll 20 \ll 12. En forma de lista, esta ordenación es [5,2,10,4,20,12][5, 2, 10, 4, 20, 12].

Es importante observar que la ordenación topológica no es única, ya que en cada paso, si existen varios elementos minimales, podemos elegir cualquiera de ellos. Por ejemplo, en el paso 1, podríamos haber elegido 2 en lugar de 5. En el paso 3, podríamos haber elegido 4 en lugar de 10. En el paso 5, podríamos haber elegido 12 en lugar de 20. En consecuencia, existen múltiples ordenaciones topológicas posibles para un mismo conjunto parcialmente ordenado. Por ejemplo, otra ordenación topológica válida para 𝒟30\mathcal{D}_{30} sería 2≪4≪12≪5≪10≪202 \ll 4 \ll 12 \ll 5 \ll 10 \ll 20, correspondiente a la lista [2,4,12,5,10,20][2, 4, 12, 5, 10, 20]. Ambas ordenaciones (y otras posibles) son órdenes totales compatibles con la relación de divisibilidad en AA.





2.2 Retículos

Vemos ahora un tipo importante de conjunto ordenado, los retículos.


Definición 2.3 Se dice que un conjunto parcialmente ordenado (L,≼)(L, \preceq) es un retículo (ordenado) si cada par de elementos x,y∈Lx, y \in L tiene supremo e ínfimo en LL, es decir, si sup{x,y},inf{x,y}∈L\sup\{x, y\},\inf\{x, y\}\in L.

Un retículo se dice completo si todo subconjunto X⊆LX\subseteq L tiene supremo e ínfimo sup(X)∈L\sup(X) \in  L, inf(X)∈L\inf(X)\in L.



Podemos definir operadores binarios para el supremo y el ínfimo de dos elementos. Se denotan usualmente por ⊔\sqcup o ∨\vee (para el supremo) y ⊓\sqcap o ∧\wedge (para el ínfimo): x∨y=x⊔y=sup{x,y}x∧y=x⊓y=inf{x,y}\begin{align*}
x \vee y = x \sqcup y = & \sup \{x, y\} \\
x \wedge y = x \sqcap y = & \inf \{x, y\}
\end{align*}


Ejemplo 2.6 Aquí tenemos tres conjuntos parcialmente ordenados. Los dos primeros son retículos: el primero de ellos se denomina diamante; el segundo, pentágono. El tercer poset no es retículo, pues no existe el ínfimo de aa y cc.
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Ejemplo 2.7 Son siempre retículos ordenados:


	(𝒟n,|)(\mathcal{D}_n, |) y (ℤ+,|)(\mathbb{Z}^+, |), donde ⊔≡mcm\sqcup \equiv \mathrm{mcm} y ⊓≡mcd\sqcap \equiv \mathrm{mcd}.


	Dado un conjunto SS, (𝒫(S),⊆)(\mathcal{P}(S), \subseteq), donde ⊔≡∪\sqcup \equiv \cup y ⊓≡∩\sqcap \equiv \cap.







2.2.1 Retículos algebraicos

Estudiemos los retículos desde un punto de vista más algebraico.


Teorema 2.2 Sea (L,≤)(L, \le) un retículo ordenado. Entonces, sus operadores supremo e ínfimo, ⊔\sqcup y ⊓\sqcap, verifican las siguientes propiedades:


	Propiedad conmutativa: x⊔y=y⊔xx \sqcup y = y\sqcup x, x⊓y=y⊓xx \sqcap y = y\sqcap x.

	Propiedad asociativa: x⊔(y⊔z)=(x⊔y)⊔zx \sqcup (y \sqcup z) = (x \sqcup y)\sqcup z, x⊓(y⊓z)=(x⊓y)⊓zx \sqcap (y \sqcap z) = (x \sqcap y)\sqcap z.

	Propiedad de absorción: x⊔(x⊓y)=xx \sqcup (x \sqcap y) = x, x⊓(x⊔y)=xx \sqcap (x \sqcup y) = x.

	Propiedad de idempotencia: x⊔x=xx \sqcup x = x, x⊓x=xx \sqcap x = x.






Definición 2.4 Un conjunto LL dotado de dos operadores ⊔\sqcup y ⊓\sqcap se denomina retículo algebraico si dichos operadores verifican las propiedades 1 a 4 del teorema anterior. Se denotará como (L,⊔,⊓)(L, \sqcup, \sqcap).




Teorema 2.3 Todo retículo ordenado es algebraico y todo retículo algebraico es ordenado.



Para la primera parte, es la definición junto con el teorema de la diapositiva anterior. Para la segunda parte, dado (L,⊔,⊓)(L, \sqcup, \sqcap) algebraico, podemos definir un orden ≤\le en LL de forma que (L,≤)(L, \le) es un retículo ordenado: x≤y⇔x⊔y=y(⇔x⊓y=x)x \le y \Longleftrightarrow x \sqcup y = y \qquad \big(\Longleftrightarrow x \sqcap y = x\big)

En este caso, los operadores supremo e ínfimo del nuevo retículo ordenado coinciden con ⊔\sqcup y ⊓\sqcap.



2.2.2 Subretículos


Definición 2.5 Sea (L,⊔,⊓)(L, \sqcup, \sqcap) un retículo y M⊆LM\subseteq L. Decimos que MM es un subretículo de LL si para todo x,y∈M,x,y \in M, se tiene que x⊔y∈Mx \sqcup y \in M, y x⊓y∈Mx \sqcap y \in M.




Ejemplo 2.8 El retículo de la izquierda es (𝒟36,|)(\mathcal{D}_{36}, |). Podemos comprobar que los otros dos retículos mostrados son subretículos.
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Estudiemos ahora los siguientes conjuntos ordenados:
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Tomando como referencia el retículo de la izquierda, si nos preguntamos si el central es subretículo, la respuesta debería ser inmediata: el poset central no es ni siquiera retículo.

El poset de la derecha es un retículo, pero no es subretículo de (𝒟36,|)(\mathcal{D}_{36}, |), pues sup{2,3}=6∉ℳ4.\sup\{2,3\} = 6\not\in \mathcal M_4.





2.2.3 Isomorfismo de retículos

Introducimos ahora la idea de isomorfismo.


Definición 2.6 Sean (L1,≼1)(L_1, \preceq_1) y (L2,≼2)(L_2, \preceq_2) dos retículos y f:L1→L2f \colon L_1 \to L_2 una aplicación biyectiva. ff es un isomorfismo de retículos si y solo si f(x⊔1y)=f(x)⊔2f(y),f(x⊓1y)=f(x)⊓2f(y)f(x \sqcup_1 y) = f(x) \sqcup_2 f(y),\qquad\ f(x \sqcap_1 y) = f(x) \sqcap_2 f(y) o, equivalentemente, x≼1y⇔f(x)≼2f(y), para todo x,y∈L1x \preceq_1 y \ \Longleftrightarrow \ f(x) \preceq_2 f(y),\quad \text{ para todo } x,y\in L_1



Dos retículos isomorfos son idénticos algebraicamente y como conjuntos ordenados y, por lo tanto, sus diagramas de Hasse sólo se diferenciarán en las etiquetas de los vértices.


Ejemplo 2.9 A continuación, presentamos (𝒟30,|)(\mathcal{D}_{30}, |) y 𝒫({a,b,c})\mathcal{P}(\{a, b, c\}):
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(𝒟30,|)(\mathcal{D}_{30}, |) y 𝒫({a,b,c})\mathcal{P}(\{a, b, c\}) son isomorfos. Por ejemplo, con el isomorfismo: f(1)=⌀,f(2)={a},f(3)={b},f(5)={c},f(6)={a,b},f(10)={a,c},f(15)={b,c},f(30)={a,b,c}\begin{multline*} f(1)=\varnothing,\\
f(2)=\{a\},\quad f(3)=\{b\},\quad f(5)=\{c\},\\
f(6)=\{a,b\},\quad f(10)=\{a,c\},\quad f(15)=\{b,c\},\\
f(30)=\{a,b,c\}
\end{multline*}





2.2.4 Elementos irreducibles

Vamos ahora a buscar un subconjunto muy destacado dentro de un retículo: un conjunto suficientemente grande para que nos identifique perfectamente el retículo, pero suficientemente pequeño para que sea manejable.


Definición 2.7 Un elemento x∈Lx \in L de un retículo se dice que es ⊔\sqcup-irreducible o sup-irreducible si no se puede expresar como el supremo de otros elementos (distintos a él), es decir:

Si x=y⊔zx = y\sqcup z, entonces o bien x=yo bienx=z.x = y\quad\text{o bien}\quad x = z.




Ejemplo 2.10 Veamos cuáles son los elementos ⊔\sqcup-irreducibles en el retículo de los divisores de 20.
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22, 44 y 55 son irreducibles porque cada uno de ellos no se puede expresar como el supremo de dos elementos distintos al mismo.




Ejercicio 2.1 Encontrar los elementos ⊔\sqcup-irreducibles de (𝒟60,|)(\mathcal{D}_{60}, |)
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Teorema 2.4 Un elemento x∈Lx\in L es ⊔\sqcup-irreducible es sucesor inmediato de exactamente un elemento.




Ejemplo 2.11 Los elementos ⊔\sqcup-irreducibles de (𝒟60,|)(\mathcal{D}_{60}, |) son 22, 33, 44 y 55.



En general, en (𝒟n,|)(\mathcal{D}_n, |), los ⊔\sqcup-irreducibles son los elementos potencia de un número primo.
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3 Grupos, anillos y cuerpos

Comenzaremos este tema por introducir la noción básica que nos acompañará todo el curso.


Definición 3.1 (Estructura algebraica) Llamaremos operación interna (o ley de composición interna) en un conjunto XX a cualquier función ρ:X×X→X\rho \colon X \times X \to X.

Una estructura algebraica es un conjunto en el que se han establecido una o varias operaciones.



Cuando tratamos una función como un operador, lo habitual es utilizar un símbolo escrito de manera infija. Los símbolos habituales que se suelen utilizar son ++, ⋅\cdot, ×\times, *\ast, y escribiríamos, por ejemplo, x*y=ρ(x,y)x\mathbin{*} y=\rho(x,y).

De manera informal, una operación binaria interna en un conjunto XX es una regla que asigna a cada par de elementos xx e yy del conjunto, otro elemento zz del mismo conjunto, que es el resultado de efectuar la operación entre xx e yy.


Ejemplo 3.1 (Operaciones internas)  


	Suma en los números enteros (ℤ\mathbb{Z}): Dados dos números enteros xx e yy, su suma x+yx+y es también un número entero.

	Multiplicación en los números reales (ℝ\mathbb{R}): Dados dos números reales xx e yy, su producto x⋅yx \cdot y es también un número real.

	Composición de funciones: Dadas dos funciones f:X→Xf \colon X \to X y g:X→Xg \colon X \to X, su composición f∘gf \circ g, definida por (f∘g)(x)=f(g(x))(f \circ g)(x) = f(g(x)), es también una función de XX en XX.






Ejemplo 3.2 (Estructuras algebraicas)  


	Grupos: Conjuntos con una operación binaria que satisface ciertas propiedades (asociatividad, elemento neutro, elemento simétrico). Serán el objeto principal de estudio de este capítulo.

	Anillos: Conjuntos con dos operaciones binarias (suma y producto) que generalizan las propiedades de los números enteros.

	Cuerpos o Campos: Anillos donde la multiplicación tiene propiedades adicionales, generalizando los números racionales, reales o complejos.

	Espacios vectoriales: Conjuntos con dos operaciones (suma de vectores y producto por escalares) que son fundamentales en álgebra lineal y tienen aplicaciones en muchas áreas de la ingeniería.



En otra línea, aparecen otras estructuras algebraicas, como los retículos y las álgebras de Boole, que también trataremos más adelante.



En este capítulo, nos centraremos en la primera de estas estructuras algebraicas: los grupos. Los grupos son, sin duda, una de las estructuras algebraicas más fundamentales, tanto por su simplicidad axiomática como por su ubicuidad en diversas ramas de la ciencia y la tecnología. Su presencia se extiende a múltiples áreas de las matemáticas y la ingeniería, manifestándose en campos tan diversos como la criptografía, donde la teoría de grupos finitos es esencial para el diseño de sistemas de cifrado robustos; la física, especialmente en la mecánica cuántica y la física de partículas, donde los grupos de simetría describen las leyes fundamentales de la naturaleza y las propiedades de las partículas elementales; y la química, donde la simetría molecular, descrita mediante grupos puntuales, permite predecir propiedades moleculares y entender los enlaces químicos.

Pero las aplicaciones de los grupos no se detienen ahí. En ingeniería, los grupos son herramientas indispensables en:


	Teoría de códigos: La construcción de códigos correctores de errores, vitales en las comunicaciones digitales y el almacenamiento de datos, se basa en la teoría de grupos y, en particular, en los grupos lineales sobre cuerpos finitos.

	Procesamiento de señales: El análisis de Fourier, una herramienta fundamental en el procesamiento de señales, tiene sus raíces en la teoría de grupos abelianos y la representación de grupos.

	Gráficos por computador y visión artificial: Los grupos de transformaciones geométricas (rotaciones, traslaciones, etc.) son esenciales para la manipulación de objetos 3D, el reconocimiento de patrones y la visión artificial.

	Robótica: La planificación de movimientos y el control de robots se benefician del uso de grupos de Lie y álgebra de Lie para describir las configuraciones y los movimientos en el espacio.

	Análisis de simetrías en sistemas dinámicos: La teoría de grupos permite identificar y explotar simetrías en sistemas dinámicos, simplificando su análisis y control.



El estudio de los grupos no solo nos proporciona un conjunto de herramientas poderosas para abordar problemas en estas áreas, sino que también nos ofrece una base sólida para comprender estructuras algebraicas más complejas como anillos, cuerpos y espacios vectoriales. Estas estructuras, que se construyen sobre la noción de grupo, son esenciales para el desarrollo de teorías matemáticas más avanzadas y para modelar sistemas cada vez más sofisticados en ingeniería. Dominar la teoría de grupos es, por tanto, un paso crucial en el camino hacia una comprensión profunda del álgebra moderna y sus aplicaciones.



3.1 Grupos

La estructura algebraica más simple (e interesante) para nosotros es la de grupo. A partir de ella construiremos otras más complejas: anillos, cuerpos, espacios vectoriales…


Definición 3.2 Sea *\ast una operación binaria definida en un conjunto GG. Se dice que (G,*)(G, \ast) es un grupo si se verifican las siguientes propiedades:


	Asociativa: (x*y)*z=x*(y*z)(x \ast y) \ast z = x \ast (y \ast z), para todo x,y,z∈Gx,y,z\in G.

	Existencia de elemento neutro: existe un elemento e∈Ge \in G tal que x*e=e*x=xx \ast e = e \ast x = x para todo x∈Gx\in G.

	Existencia de elemento simétrico: para cada x∈Gx\in G, existe x′∈Gx'\in G tal que x*x′=x′*x=ex \ast x' = x' \ast x = e.



Y decimos que el grupo es abeliano o conmutativo si además se verifica la propiedad:


	Conmutativa: x*y=y*xx \ast y = y \ast x para todo x,y∈Gx,y\in G.





Las notaciones ee para el elemento neutro de un grupo y x′x' para el elemento simétrico de xx se usan desde hace mucho tiempo en el contexto general, es decir, cuando no tenemos una estructura conocida o prefijada con la que estamos trabajando. Más adelante, veremos notaciones alternativas para los casos de grupos más usuales.

Como es costumbre, tras una definición, lo usual es dar ejemplos de situaciones que verifican las condiciones de la definición y de situaciones que no las cumplen. Tan enriquecedor es uno como el otro.


Ejemplo 3.3 (Grupos)  


	Números enteros con la suma (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +):

	Asociativa: (x+y)+z=x+(y+z)(x+y)+z = x+(y+z) para todo x,y,z∈ℤx,y,z \in \mathbb{Z}.

	Elemento neutro: El elemento neutro es 00, ya que x+0=0+x=xx+0 = 0+x = x para todo x∈ℤx \in \mathbb{Z}.

	Elemento simétrico: Para cada x∈ℤx \in \mathbb{Z}, su elemento simétrico (opuesto) es −x-x, ya que x+(−x)=(−x)+x=0x+(-x) = (-x)+x = 0.

	Conmutativa: x+y=y+xx+y = y+x para todo x,y∈ℤx,y \in \mathbb{Z}. Por lo tanto, (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) es un grupo abeliano.




	Números racionales no nulos con la multiplicación (ℚ*,⋅)(\mathbb{Q}^*, \cdot):

	Asociativa: (x⋅y)⋅z=x⋅(y⋅z)(x \cdot y) \cdot z = x \cdot (y \cdot z) para todo x,y,z∈ℚ*=ℚ\{0}x,y,z \in \mathbb{Q}^* = \mathbb{Q} \setminus \{0\}.

	Elemento neutro: El elemento neutro es 11, ya que x⋅1=1⋅x=xx \cdot 1 = 1 \cdot x = x para todo x∈ℚ*x \in \mathbb{Q}^*.

	Elemento simétrico: Para cada x∈ℚ*x \in \mathbb{Q}^*, su elemento simétrico (inverso) es x−1=1/xx^{-1} = 1/x, ya que x⋅(1/x)=(1/x)⋅x=1x \cdot (1/x) = (1/x) \cdot x = 1.

	Conmutativa: x⋅y=y⋅xx \cdot y = y \cdot x para todo x,y∈ℚ*x,y \in \mathbb{Q}^*. Por lo tanto, (ℚ*,⋅)(\mathbb{Q}^*, \cdot) es un grupo abeliano.




	Grupo de simetrías de un triángulo equilátero (D3D_3): Consideremos las simetrías de un triángulo equilátero. Estas simetrías incluyen rotaciones (por 0°, 120°, 240°) y reflexiones (respecto a cada una de las alturas). El conjunto de estas simetrías con la operación de composición forma un grupo no abeliano, conocido como grupo diédrico D3D_3.






[image: Niels Henrik Abel]
 Niels Henrik Abel (Findö, Noruega, 1802 - Froland, 1829) proporcionó numerosas muestras de genio matemático, de las que destacamos la demostración de la imposibilidad de resolver mediante radicales las ecuaciones polinómicas de grado mayor o igual a cinco, trabajo que impulsó la teoría de grupos.




Ejemplo 3.4 Ahora presentamos algunas estructuras que no son grupos:


	Los números naturales con la suma (ℕ,+)(\mathbb{N}, +): No es un grupo porque, por ejemplo, el elemento 2∈ℕ2 \in \mathbb{N} no tiene un elemento simétrico en ℕ\mathbb{N} con respecto a la suma. El simétrico de 22 sería −2-2, pero −2∉ℕ-2 \not\in \mathbb{N}.


	Los números enteros con la multiplicación (ℤ,⋅)(\mathbb{Z}, \cdot): No es un grupo porque, por ejemplo, el elemento 2∈ℤ2 \in \mathbb{Z} no tiene un elemento simétrico en ℤ\mathbb{Z} con respecto a la multiplicación. El simétrico de 22 sería 1/21/2, pero 1/2∉ℤ1/2 \not\in \mathbb{Z}.


	Matrices 2×22 \times 2 con la multiplicación: El conjunto de matrices 2×22 \times 2 con la multiplicación de matrices no es un grupo. Aunque la multiplicación de matrices es asociativa y existe un elemento neutro (la matriz identidad), no todas las matrices tienen inversa (solo las matrices con determinante no nulo).






Al trabajar con ejemplos concretos de grupos, es habitual optar por dos tipos de notaciones y nomenclaturas: la aditiva y la multiplicativa. La elección de una u otra notación suele depender del contexto y de la operación que se esté considerando.


	Notación aditiva: se usa el símbolo ++, el elemento neutro se representa por 00 y el elemento simétrico se denomina opuesto y se denota por −x-x. Esta notación se utiliza habitualmente para grupos abelianos, como (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +), (ℝ,+)(\mathbb{R}, +), etc. En notación aditiva, las propiedades de grupo se escriben como:

	Asociativa: (x+y)+z=x+(y+z)(x + y) + z = x + (y + z)

	Elemento neutro: Existe 0∈G0 \in G tal que x+0=0+x=xx + 0 = 0 + x = x

	Elemento opuesto: Para cada x∈Gx \in G, existe −x∈G-x \in G tal que x+(−x)=(−x)+x=0x + (-x) = (-x) + x = 0

	Conmutativa (si el grupo es abeliano): x+y=y+xx + y = y + x




	Notación multiplicativa: se utilizan los símbolos ⋅\cdot o *\ast, el elemento neutro se denomina unidad, y se denota por 11 o ee, y el elemento simétrico se denomina inverso y se denota por x−1x^{-1}. Esta notación es más general y se utiliza tanto para grupos abelianos como no abelianos. En notación multiplicativa, las propiedades de grupo se escriben como:

	Asociativa: (x⋅y)⋅z=x⋅(y⋅z)(x \cdot y) \cdot z = x \cdot (y \cdot z)

	Elemento neutro: Existe 1∈G1 \in G tal que x⋅1=1⋅x=xx \cdot 1 = 1 \cdot x = x

	Elemento inverso: Para cada x∈Gx \in G, existe x−1∈Gx^{-1} \in G tal que x⋅x−1=x−1⋅x=1x \cdot x^{-1} = x^{-1} \cdot x = 1

	Conmutativa (si el grupo es abeliano): x⋅y=y⋅xx \cdot y = y \cdot x






Tabla resumen de notaciones










	Notación
	Operación
	Elemento Neutro
	Elemento Simétrico





	Aditiva
	++
	00
	−x-x



	Multiplicativa
	⋅\cdot o *\ast
	11 o ee
	x−1x^{-1}






Ejercicio 3.1 Comprobar si (ℤ,*)(\mathbb{Z}, \ast), donde la operación *\ast se define como x*y=x+y+1x \ast y = x + y + 1, es un grupo.



Veamos algunas propiedades inmediatas que se pueden deducir a partir de la propia definición de grupo.


Teorema 3.1 Sea (G,*)(G, \ast) un grupo. Entonces se tienen las siguientes propiedades:


	Unicidad del elemento neutro: El elemento neutro, ee, es único.

	Unicidad del elemento simétrico: Cada elemento tiene un único elemento simétrico.

	Involución del inverso: El inverso es una operación involutiva, es decir, (x−1)−1=x(x^{-1})^{-1} = x para todo x∈Gx\in G.

	Inverso de un producto: (x*y)−1=y−1*x−1(x\ast y)^{-1} = y^{-1}\ast x^{-1} para todo x,y∈Gx,y\in G.






Prueba. Unicidad del elemento neutro:

Supongamos que existen dos elementos neutros, ee y e′e', en GG. Entonces, por la definición de elemento neutro, tenemos:


	Como ee es elemento neutro, e*e′=e′e \ast e' = e'.

	Como e′e' es elemento neutro, e*e′=ee \ast e' = e.



Por lo tanto, e′=(1)e*e′=(2)ee' \stackrel{(1)}{=} e \ast e' \stackrel{(2)}{=} e, lo que implica que e=e′e = e'. Así, el elemento neutro es único.

Unicidad del elemento simétrico:

Sea x∈Gx \in G y supongamos que x′x' y x′′x\prime\prime son dos elementos simétricos de xx. Entonces, por la definición de elemento simétrico, tenemos:


	x*x′=x′*x=ex \ast x' = x' \ast x = e

	x*x′′=x′′*x=ex \ast x\prime\prime = x\prime\prime \ast x = e



Entonces x′=e neutrox′*e=(2)x′*(x*x′′)=Asociativa(x′*x)*x′′=(1)e*x′′=e neutrox′′x' \stackrel{e\text{ neutro}}{=} x' \ast e \stackrel{(2)}{=} x' \ast (x \ast x\prime\prime) \stackrel{\text{Asociativa}}{=} (x' \ast x) \ast x\prime\prime \stackrel{(1)}{=} e \ast x\prime\prime \stackrel{e\text{ neutro}}{=}x\prime\prime

Por lo tanto, x′=x′′x' = x\prime\prime, lo que implica que el elemento simétrico es único.

Denotaremos al elemento simétrico de xx como x−1x^{-1} (en notación multiplicativa) o −x-x (en notación aditiva).

Involución del inverso:

Sea x∈Gx \in G. Queremos demostrar que (x−1)−1=x(x^{-1})^{-1} = x. Por la definición de elemento simétrico, sabemos que x−1*(x−1)−1=ex^{-1} \ast (x^{-1})^{-1} = e y también x−1*x=ex^{-1} \ast x = e. Como el elemento simétrico es único, y xx satisface la condición de ser el simétrico de x−1x^{-1} (es decir, x−1*x=ex^{-1} \ast x = e), entonces debemos tener (x−1)−1=x(x^{-1})^{-1} = x.

Inverso de un producto:

Sean x,y∈Gx, y \in G. Queremos demostrar que (x*y)−1=y−1*x−1(x\ast y)^{-1} = y^{-1}\ast x^{-1}. Para ello, debemos verificar que (x*y)*(y−1*x−1)=e(x\ast y) \ast (y^{-1}\ast x^{-1}) = e y (y−1*x−1)*(x*y)=e(y^{-1}\ast x^{-1}) \ast (x\ast y) = e. (x*y)*(y−1*x−1)=x*(y*y−1)*x−1(Asociativa)=x*e*x−1(Definición de y−1)=x*x−1(Elemento neutro)=e(Definición de x−1)\begin{align*}
(x\ast y) \ast (y^{-1}\ast x^{-1}) &= x \ast (y \ast y^{-1}) \ast x^{-1} & \text{(Asociativa)} \\
&= x \ast e \ast x^{-1} & \text{(Definición de } y^{-1}) \\
&= x \ast x^{-1} & \text{(Elemento neutro)} \\
&= e & \text{(Definición de } x^{-1})
\end{align*}

De manera similar, se puede demostrar que (y−1*x−1)*(x*y)=e(y^{-1}\ast x^{-1}) \ast (x\ast y) = e. Por lo tanto, (x*y)−1=y−1*x−1(x\ast y)^{-1} = y^{-1}\ast x^{-1}.




Teorema 3.2 (Cancelación) Sea (G,*)(G, \ast) un grupo y sean x,y,z∈Gx,y,z \in G.


	Ley de cancelación por la izquierda: Si x*y=x*zx\ast y = x\ast z, entonces y=zy = z.

	Ley de cancelación por la derecha: Si y*x=z*xy\ast x = z\ast x, entonces y=zy = z.






Prueba. Ley de cancelación por la izquierda:

Supongamos que x*y=x*zx\ast y = x\ast z. Como (G,*)(G, \ast) es un grupo, existe el elemento simétrico de xx, que denotamos por x−1x^{-1}. Además, disponemos del elemento neutro e∈Ge\in G, que será de utilidad.

Operamos a la izquierda ambos lados de la igualdad por x−1x^{-1}: x−1*(x*y)=x−1*(x*z)⇔⇔(x−1*x)*y=(x−1*x)*z(Asociativa)⇔e*y=e*z(Definición de simétrico)⇔y=z(Definición de neutro)\begin{align*}
x^{-1} \ast (x\ast y) = x^{-1} \ast (x\ast z)  \Leftrightarrow & & \\
\quad\Leftrightarrow (x^{-1} \ast x) \ast y = (x^{-1} \ast x) \ast z & & (\text{Asociativa}) \\
\quad\Leftrightarrow e \ast y = e \ast z & & (\text{Definición de simétrico}) \\
\quad\Leftrightarrow y = z & & (\text{Definición de neutro})
\end{align*}

Por lo tanto, si x*y=x*zx\ast y = x\ast z, entonces y=zy = z. La ley de cancelación por la derecha se demuestra de forma análoga.




3.1.1 La tabla de Cayley

En grupos finitos, la operación se puede especificar mediante una tabla, que se denomina tabla de Cayley. La tabla de Cayley es una matriz cuadrada donde las filas y columnas están etiquetadas por los elementos del grupo. La entrada en la fila etiquetada por xx y la columna etiquetada por yy es el resultado de la operación x*yx \ast y.


[image: Arthur Cayley]
 Arthur Cayley (Richmond, 1821 - Cambridge, 1895) realizó contribuciones fundamentales a diversas áreas de las matemáticas puras, incluyendo la geometría algebraica, la teoría de matrices y, especialmente, la teoría de grupos. Introdujo la notación de tabla para definir operaciones de grupo. Su trabajo sentó las bases para el desarrollo moderno del álgebra abstracta.




Ejemplo 3.5 Sea H={1,i,−1,−i}⊆ℂH= \{1, \mathrm{i}, -1, -\mathrm{i}\} \subseteq \mathbb{C}, equipado con el producto usual de números complejos (recordemos que i⋅i=−1\mathrm{i}\cdot \mathrm{i} = -1). (H,⋅)(H, \cdot) tiene estructura de grupo abeliano. La tabla de Cayley del producto en este grupo es la siguiente:

$$
\begin{array}{r||c|c|c|c|}
\cdot & 1 & \mathrm{i} & -1 & -\mathrm{i} \\
\hline \hline
1 & 1 & \mathrm{i} & -1 & -\mathrm{i} \\
\hline
\mathrm{i} & \mathrm{i} & -1 & -\mathrm{i} & 1 \\
\hline
-1 & -1 & -\mathrm{i} & 1 & \mathrm{i} \\
\hline
-\mathrm{i} & -\mathrm{i} & 1 & \mathrm{i} & -1 \\
\hline
\end{array}
$$




Ejercicio 3.2 Demostrar que H={1,i,−1,−i}H= \{1, \mathrm{i}, -1, -\mathrm{i}\} con el producto habitual en ℂ\mathbb C tiene estructura de grupo abeliano.



En la tabla de Cayley del grupo (H,⋅)(H, \cdot), podemos observar cómo se comporta la operación producto entre los elementos de HH. Por ejemplo, para encontrar el producto de i⋅(−i)\mathrm{i} \cdot (-\mathrm{i}), buscamos la entrada en la fila etiquetada por i\mathrm{i} y la columna etiquetada por −i-\mathrm{i}, que es 11.

Propiedades de la tabla de Cayley


Teorema 3.3 Si (G,*)(G, \ast) es un grupo y a∈Ga \in G, entonces la siguiente función es biyectiva fa:G→G;fa(x)=a*x
f_a\colon G \to G;\qquad\quad f_a(x) = a \ast x
 De manera análoga, la función ga:G→Gg_a\colon G \to G definida como ga(x)=x*ag_a(x) = x \ast a también es biyectiva.




Prueba. Para probar que faf_a es biyectiva, debemos demostrar que es inyectiva y sobreyectiva.

Inyectividad:

Supongamos que fa(x)=fa(y)f_a(x) = f_a(y) para algunos x,y∈Gx, y \in G. Entonces, por la definición de faf_a, tenemos a*x=a*ya \ast x = a \ast y. Aplicando la ley de cancelación por la izquierda (Teorema 3.2), concluimos que x=yx = y. Por lo tanto, faf_a es inyectiva.

Sobreyectividad:

Sea b∈Gb \in G un elemento arbitrario. Debemos encontrar un elemento x∈Gx \in G tal que fa(x)=bf_a(x) = b, es decir, a*x=ba \ast x = b. Consideremos x=a−1*bx = a^{-1} \ast b. Como a−1a^{-1} y bb son elementos de GG y *\ast es una operación interna en GG, entonces x=a−1*b∈Gx = a^{-1} \ast b \in G. Ahora, calculemos fa(x)=fa(a−1*b)=a*(a−1*b)f_a(x) = f_a(a^{-1} \ast b) = a \ast (a^{-1} \ast b). Usando la propiedad asociativa: fa(x)=(a*a−1)*b=e*b=b f_a(x) = (a \ast a^{-1}) \ast b = e \ast b = b  Por lo tanto, para cada b∈Gb \in G, existe un elemento x=a−1*b∈Gx = a^{-1} \ast b \in G tal que fa(x)=bf_a(x) = b. Esto demuestra que faf_a es sobreyectiva.

Como faf_a es inyectiva y sobreyectiva, faf_a es biyectiva. La demostración para ga(x)=x*ag_a(x) = x \ast a es análoga, utilizando la ley de cancelación por la derecha.




Corolario 3.1 Si (G,*)(G, \ast) es un grupo finito, entonces la tabla de Cayley de la operación verifica que en cada fila y en cada columna los elementos de GG aparecen exactamente una vez.




Prueba. El Teorema anterior establece que para cada a∈Ga \in G, la función fa(x)=a*xf_a(x) = a \ast x es una biyección de GG en GG. En un grupo finito, una biyección es una permutación de los elementos del conjunto.

Consideremos la tabla de Cayley de un grupo finito (G,*)(G, \ast). La fila correspondiente al elemento a∈Ga \in G está formada por los elementos a*xa \ast x para cada x∈Gx \in G. Como fa(x)=a*xf_a(x) = a \ast x es una biyección, al variar xx en GG, los elementos a*xa \ast x recorren todo GG exactamente una vez. Esto significa que cada elemento de GG aparece exactamente una vez en cada fila de la tabla de Cayley.

Para demostrar la propiedad análoga por columnas, basta con usar el mismo razonamiento con la aplicación gag_a del Teorema 3.3.



Esta propiedad es muy útil para verificar si una tabla dada corresponde a un grupo finito. Si en alguna fila o columna falta algún elemento o hay elementos repetidos, entonces la tabla no corresponde a un grupo.



3.1.2 Algunos ejemplos útiles de grupos


3.1.2.1 Grupos (ℤn,+)(\mathbb{Z}_n,+) y (ℤn*,⋅)(\mathbb{Z}^*_n,\cdot)

Anteriormente, hemos introducido los conjuntos ℤn\mathbb{Z}_n, también conocidos como los enteros módulo nn. Estos conjuntos están formados por las clases de congruencia módulo nn. Recordemos que dos enteros xx e yy son congruentes módulo nn si su diferencia x−yx-y es un múltiplo de nn. Denotamos esta relación como x≡y(modn)x \equiv y \pmod{n}. Cada clase de congruencia [x]n[x]_n representa el conjunto de todos los enteros que son congruentes con xx módulo nn. Es decir, [x]n={y∈ℤ∣y≡x(modn)}={x+k⋅n∣k∈ℤ}.
[x]_n = \{y \in \mathbb{Z} \mid y \equiv x \pmod{n}\} = \{x + k\cdot n \mid k \in \mathbb{Z}\}.


El conjunto ℤn\mathbb{Z}_n está formado por nn clases de congruencia distintas, que podemos representar de manera canónica como [0]n,[1]n,[2]n,…,[n−1]n[0]_n, [1]_n, [2]_n, \dots, [n-1]_n.

En el estudio de la aritmética modular, se demuestra que las operaciones de suma y producto son compatibles con la relación de congruencia. Esto significa que si x≡x′(modn)x \equiv x' \pmod{n} e y≡y′(modn)y \equiv y' \pmod{n}, entonces: x+y≡x′+y′(modn),x⋅y≡x′⋅y′(modn).
x+y \equiv x'+y' \pmod{n}, \qquad\quad x\cdot y \equiv x'\cdot y' \pmod{n}.
 Esta compatibilidad permite definir de manera consistente las operaciones de suma y producto en el conjunto ℤn\mathbb{Z}_n de las clases de congruencia: [x]n+[y]n=[x+y]n,[x]n⋅[y]n=[x⋅y]n,
[x]_n+[y]_n = [x+y]_n,\qquad\quad [x]_n\cdot [y]_n = [x\cdot y]_n,
 Estas definiciones aseguran que el resultado de la suma o producto de clases de congruencia no depende de los representantes elegidos para cada clase. Es decir, las operaciones de suma y producto son operaciones internas en ℤn\mathbb{Z}_n.

Es más, la teoría de congruencias demuestra los siguientes resultados fundamentales sobre la estructura algebraica de (ℤn,+)(\mathbb{Z}_n,+) y (ℤn*,⋅)(\mathbb{Z}^*_n,\cdot).


Teorema 3.4 Para todo número natural n≥2n \geq 2, la estructura (ℤn,+)(\mathbb{Z}_n,+) es un grupo abeliano, donde la operación es la suma de clases de congruencia módulo nn.

En este grupo, [0]n[0]_n es el elemento neutro de la suma, y para cada [x]n∈ℤn[x]_n \in \mathbb{Z}_n, el elemento opuesto (simétrico aditivo) es [−x]n=[n−x]n[-x]_n = [n-x]_n.




Prueba. Para demostrar que (ℤn,+)(\mathbb{Z}_n, +) es un grupo abeliano, verificamos las propiedades de grupo y la conmutatividad:


	Asociatividad: La suma en ℤn\mathbb{Z}_n es asociativa, ya que se deriva de la suma en ℤ\mathbb{Z}, que es asociativa. Para cualesquiera [x]n,[y]n,[z]n∈ℤn[x]_n, [y]_n, [z]_n \in \mathbb{Z}_n: ([x]n+[y]n)+[z]n=[x+y]n+[z]n=[(x+y)+z]n=[x+(y+z)]n==[x]n+[y+z]n=[x]n+([y]n+[z]n).\begin{align*}
([x]_n + [y]_n) + [z]_n & = [x+y]_n + [z]_n = [(x+y)+z]_n = [x+(y+z)]_n = \\
& = [x]_n + [y+z]_n = [x]_n + ([y]_n + [z]_n).
\end{align*}


	Elemento neutro: El elemento neutro es [0]n[0]_n. Para cualquier [x]n∈ℤn[x]_n \in \mathbb{Z}_n: [x]n+[0]n=[x+0]n=[x]n,[0]n+[x]n=[0+x]n=[x]n.
[x]_n + [0]_n = [x+0]_n = [x]_n, \qquad [0]_n + [x]_n = [0+x]_n = [x]_n.



	Elemento opuesto: Para cada [x]n∈ℤn[x]_n \in \mathbb{Z}_n, el elemento opuesto es [−x]n=[n−x]n[-x]_n = [n-x]_n. En efecto: [x]n+[−x]n=[x+(−x)]n=[0]n,[−x]n+[x]n=[(−x)+x]n=[0]n.
[x]_n + [-x]_n = [x + (-x)]_n = [0]_n, \qquad [-x]_n + [x]_n = [(-x) + x]_n = [0]_n.
 Es importante notar que [−x]n=[n−x]n[-x]_n = [n-x]_n ya que −x≡n−x(modn)-x \equiv n-x \pmod{n}.


	Conmutatividad: La suma en ℤn\mathbb{Z}_n es conmutativa, heredando la conmutatividad de la suma en ℤ\mathbb{Z}. Para cualesquiera [x]n,[y]n∈ℤn[x]_n, [y]_n \in \mathbb{Z}_n: [x]n+[y]n=[x+y]n=[y+x]n=[y]n+[x]n.
[x]_n + [y]_n = [x+y]_n = [y+x]_n = [y]_n + [x]_n.





Como se cumplen las propiedades de asociatividad, elemento neutro, elemento opuesto y conmutatividad, (ℤn,+)(\mathbb{Z}_n, +) es un grupo abeliano.




Teorema 3.5 Sea nn un número natural mayor o igual que 2 y ℤn*=ℤn−{[0]n}\mathbb{Z}^*_n = \mathbb{Z}_n - \{[0]_n\}. Entonces:


	La operación ⋅\cdot es una operación interna en ℤn*\mathbb{Z}^*_n si y solo si nn es primo.

	[1]n[1]_n es la unidad (elemento neutro multiplicativo) para la operación ⋅\cdot en ℤn*\mathbb{Z}_n^*.

	Un elemento [x]n∈ℤn*[x]_n \in \mathbb{Z}^*_n tiene inverso multiplicativo en ℤn*\mathbb{Z}^*_n si y solo si mcd(x,n)=1\operatorname{mcd}(x,n)=1. En particular, si nn es un número primo, entonces para todo [x]n∈ℤn*[x]_n \in \mathbb{Z}^*_n, mcd(x,n)=1\operatorname{mcd}(x,n)=1, y por lo tanto, (ℤn*,⋅)(\mathbb{Z}^*_n,\cdot) es un grupo abeliano.






Prueba. 


	Operación interna en ℤn*\mathbb{Z}^*_n cuando nn es primo: Si nn es primo, entonces ℤn*=ℤn\{[0]n}\mathbb{Z}^*_n = \mathbb{Z}_n \setminus \{[0]_n\} contiene todas las clases de congruencia no nulas módulo nn. Para que la multiplicación sea interna en ℤn*\mathbb{Z}^*_n, debemos asegurar que si [x]n,[y]n∈ℤn*[x]_n, [y]_n \in \mathbb{Z}^*_n, entonces [x]n⋅[y]n=[x⋅y]n∈ℤn*[x]_n \cdot [y]_n = [x \cdot y]_n \in \mathbb{Z}^*_n. En otras palabras, si [x]n≠[0]n[x]_n \neq [0]_n y [y]n≠[0]n[y]_n \neq [0]_n, entonces [x⋅y]n≠[0]n[x \cdot y]_n \neq [0]_n. Esto es equivalente a decir que si x≢0(modn)x \not\equiv 0 \pmod{n} e y≢0(modn)y \not\equiv 0 \pmod{n}, entonces x⋅y≢0(modn)x \cdot y \not\equiv 0 \pmod{n}. Si nn es primo, esta propiedad se cumple debido a la propiedad fundamental de los números primos: si un primo nn divide a un producto x⋅yx \cdot y, entonces nn debe dividir a xx o a yy. Recíprocamente, si nn es compuesto, entonces existen divisores propios n=a⋅bn=a \cdot b con 1<a,b<n1 < a, b < n. En este caso, [a]n≠[0]n[a]_n \neq [0]_n y [b]n≠[0]n[b]_n \neq [0]_n en ℤn*\mathbb{Z}^*_n, pero [a]n⋅[b]n=[a⋅b]n=[n]n=[0]n∉ℤn*[a]_n \cdot [b]_n = [a \cdot b]_n = [n]_n = [0]_n \not\in \mathbb{Z}^*_n. Por lo tanto, la multiplicación es interna en ℤn*\mathbb{Z}^*_n si y solo si nn es primo.


	Elemento unidad: El elemento [1]n[1]_n es la unidad para la multiplicación en ℤn*\mathbb{Z}^*_n (y en ℤn\mathbb{Z}_n). Para cualquier [x]n∈ℤn*[x]_n \in \mathbb{Z}^*_n: [x]n⋅[1]n=[x⋅1]n=[x]n,[1]n⋅[x]n=[1⋅x]n=[x]n.
[x]_n \cdot [1]_n = [x \cdot 1]_n = [x]_n, \qquad [1]_n \cdot [x]_n = [1 \cdot x]_n = [x]_n.



	Existencia de inverso multiplicativo: Un elemento [x]n∈ℤn*[x]_n \in \mathbb{Z}^*_n tiene inverso multiplicativo en ℤn*\mathbb{Z}^*_n si existe [y]n∈ℤn*[y]_n \in \mathbb{Z}^*_n tal que [x]n⋅[y]n=[1]n[x]_n \cdot [y]_n = [1]_n, es decir, x⋅y≡1(modn)x \cdot y \equiv 1 \pmod{n}. De la teoría de números, sabemos que tal inverso existe si y solo si mcd(x,n)=1\operatorname{mcd}(x,n)=1. En particular, si nn es un número primo, entonces para cualquier [x]n∈ℤn*=ℤn\{[0]n}[x]_n \in \mathbb{Z}^*_n = \mathbb{Z}_n \setminus \{[0]_n\}, tenemos que xx no es múltiplo de nn, y como nn es primo, mcd(x,n)=1\operatorname{mcd}(x,n)=1. Por lo tanto, si nn es primo, todo elemento no nulo de ℤn\mathbb{Z}_n tiene inverso multiplicativo.


	Asociatividad y Conmutatividad: La multiplicación en ℤn*\mathbb{Z}^*_n es asociativa y conmutativa, ya que se heredan estas propiedades de la multiplicación en ℤ\mathbb{Z}.






En resumen, si nn es primo, (ℤn*,⋅)(\mathbb{Z}^*_n,\cdot) satisface las propiedades de asociatividad, elemento neutro, elemento inverso y conmutatividad. Por lo tanto, (ℤn*,⋅)(\mathbb{Z}^*_n,\cdot) es un grupo abeliano cuando nn es primo. Si nn no es primo, ℤn*\mathbb{Z}^*_n con la multiplicación no es un grupo, ya que la operación no es interna. Sin embargo, se puede considerar el conjunto de las unidades de ℤn\mathbb{Z}_n, denotado por U(ℤn)U(\mathbb{Z}_n) o ℤn×\mathbb{Z}_n^\times, formado por las clases de congruencia [x]n[x]_n tales que mcd(x,n)=1\operatorname{mcd}(x,n)=1. En este caso, (ℤn×,⋅)(\mathbb{Z}_n^\times, \cdot) es siempre un grupo abeliano para cualquier n≥2n \geq 2. Cuando nn es primo, ℤn×=ℤn*\mathbb{Z}_n^\times = \mathbb{Z}^*_n.


Ejemplo 3.6 Para visualizar la estructura de estos grupos, consideremos las tablas de Cayley para (ℤ4,+)(\mathbb{Z}_4,+) y (ℤ5*,⋅)(\mathbb{Z}^*_5,\cdot).

La tabla de Cayley para el grupo aditivo (ℤ4,+)(\mathbb{Z}_4,+) es: $$
\begin{array}{c||c|c|c|c|}
+_4 & [0]_4 & [1]_4 & [2]_4 & [3]_4 \\
\hline \hline
[0]_4 & [0]_4 & [1]_4 & [2]_4 & [3]_4 \\
\hline
[1]_4 & [1]_4 & [2]_4 & [3]_4 & [0]_4 \\
\hline
[2]_4 & [2]_4 & [3]_4 & [0]_4 & [1]_4 \\
\hline
[3]_4 & [3]_4 & [0]_4 & [1]_4 & [2]_4 \\
\hline
\end{array}
$$

En esta tabla, podemos observar que cada fila y cada columna contiene todos los elementos de ℤ4\mathbb{Z}_4 exactamente una vez, como se espera en la tabla de Cayley de un grupo finito. Además, la tabla es simétrica con respecto a la diagonal principal, lo que refleja la propiedad conmutativa del grupo (ℤ4,+)(\mathbb{Z}_4,+).

La tabla de Cayley para el grupo multiplicativo (ℤ5*,⋅)(\mathbb{Z}^*_5,\cdot) es: $$
\begin{array}{c||c|c|c|c|}
\cdot_5 & [1]_5 & [2]_5 & [3]_5 & [4]_5 \\
\hline \hline
[1]_5 & [1]_5 & [2]_5 & [3]_5 & [4]_5 \\
\hline
[2]_5 & [2]_5 & [4]_5 & [1]_5 & [3]_5 \\
\hline
[3]_5 & [3]_5 & [1]_5 & [4]_5 & [2]_5 \\
\hline
[4]_5 & [4]_5 & [3]_5 & [2]_5 & [1]_5 \\
\hline
\end{array}
$$

Similarmente, cada fila y columna de esta tabla contiene todos los elementos de ℤ5*\mathbb{Z}^*_5 exactamente una vez, y la tabla es simétrica, indicando que (ℤ5*,⋅)(\mathbb{Z}^*_5,\cdot) es un grupo abeliano. Notemos, por ejemplo, que [2]5⋅[3]5=[6]5=[1]5[2]_5 \cdot [3]_5 = [6]_5 = [1]_5, mostrando cómo se realiza la multiplicación módulo 5.




Ejemplo 3.7 Consideremos el subconjunto H={[1]7,[2]7,[4]7}H = \{[1]_7, [2]_7, [4]_7\} de ℤ7*={[1]7,[2]7,[3]7,[4]7,[5]7,[6]7}\mathbb{Z}_7^* = \{[1]_7, [2]_7, [3]_7, [4]_7, [5]_7, [6]_7\}. Vamos a verificar que (H,⋅7)(H,\cdot_7) es un subgrupo de (ℤ7*,⋅7)(\mathbb{Z}_7^*,\cdot_7). Para ello, construimos la tabla de Cayley de la multiplicación en HH: $$
\begin{array}{c||c|c|c|}
\pmb\cdot_7 & [1]_7 & [2]_7 & [4]_7 \\
\hline \hline
[1]_7 & [1]_7 & [2]_7 & [4]_7 \\
\hline
[2]_7 & [2]_7 & [4]_7 & [1]_7 \\
\hline
[4]_7 & [4]_7 & [1]_7 & [2]_7 \\
\hline
\end{array}
$$

La tabla de Cayley muestra que el producto de cualesquiera dos elementos de HH está nuevamente en HH (clausura). Además, [1]7∈H[1]_7 \in H es el elemento neutro, y cada elemento tiene su inverso en HH: [1]7−1=[1]7[1]_7^{-1} = [1]_7, [2]7−1=[4]7[2]_7^{-1} = [4]_7 (ya que [2]7⋅[4]7=[8]7=[1]7[2]_7 \cdot [4]_7 = [8]_7 = [1]_7), y [4]7−1=[2]7[4]_7^{-1} = [2]_7. Por lo tanto, (H,⋅7)(H,\cdot_7) es un subgrupo de (ℤ7*,⋅7)(\mathbb{Z}_7^*,\cdot_7).




Ejercicio 3.3 Consideremos el subconjunto K={[0]6,[2]6,[4]6}⊆ℤ6K = \{[0]_6, [2]_6, [4]_6\}\subseteq\mathbb Z_6. Demostrar que K≤ℤ6K\leq \mathbb Z_6.



En adelante, por simplicidad y para aligerar la notación, vamos a identificar los elementos de ℤn\mathbb{Z}_n con su representante canónico, que es el resto de la división euclídea por nn, tomado entre 00 y n−1n-1. De esta forma, en lugar de escribir [x]n[x]_n, escribiremos simplemente xx, entendiendo que estamos trabajando en ℤn\mathbb{Z}_n. Así, cuando trabajemos con grupos ℤn\mathbb{Z}_n y ℤn*\mathbb{Z}^*_n, utilizaremos esta notación simplificada, entendiendo que las operaciones se realizan módulo nn, y que los elementos representados por 0,1,2,…,n−10, 1, 2, \dots, n-1 corresponden a las clases de congruencia [0]n,[1]n,[2]n,…,[n−1]n[0]_n, [1]_n, [2]_n, \dots, [n-1]_n.



3.1.2.2 El grupo simétrico SXS_X

El grupo simétrico sobre un conjunto XX, denotado por (SX,∘)(S_X,\circ), es una construcción fundamental en la teoría de grupos:


Definición 3.3 Sea XX un conjunto cualquiera. Denominamos grupo simétrico de XX al conjunto de todas las aplicaciones biyectivas de XX en XX, es decir: SX={f:X→X∣f es biyectiva}
S_X = \{f\colon X\to X\mid f\text{ es biyectiva}\}
 equipado con la operación composición de aplicaciones.



Recordemos que una aplicación biyectiva (o biyección) es una función que es a la vez inyectiva (cada elemento del codominio es imagen de a lo sumo un elemento del dominio) y sobreyectiva (cada elemento del codominio es imagen de al menos un elemento del dominio). Las biyecciones de un conjunto en sí mismo, también conocidas como transformaciones invertibles, preservan la estructura del conjunto y juegan un papel crucial en el estudio de la simetría.

Cuando el conjunto XX es finito, con nn elementos, el grupo simétrico SXS_X se denomina igualmente grupo de permutaciones de grado nn, y se denota de forma estándar por SnS_n. En este caso, los elementos de SnS_n se interpretan como las distintas formas de reordenar (permutar) los elementos de un conjunto de nn objetos. Concretamente, para simplificar la notación, consideramos SnS_n como el grupo de las permutaciones del conjunto ℕn={1,2,…,n}\mathbb{N}_n=\{1,2,\dots,n\}. El número de elementos del grupo simétrico SnS_n es n!n!, ya que existen n!n! formas distintas de permutar nn elementos.


Teorema 3.6 Sea XX un conjunto. Entonces (SX,∘)(S_X, \circ) es un grupo.




[image: Cubo de Rubik resuelto y sin resolver]
 ¿Sabías que la teoría de grupos puede ayudarte a entender y resolver el Cubo de Rubik? El conjunto de movimientos posibles del Cubo de Rubik, junto con la operación de composición (hacer un movimiento y luego otro), forma un grupo matemático enorme, pero finito. Los matemáticos han utilizado la teoría de grupos para analizar la estructura de este grupo del Cubo de Rubik, para determinar el número mínimo de movimientos necesarios para resolverlo desde cualquier posición (¡se ha demostrado que como máximo 20 movimientos son suficientes!), y para desarrollar algoritmos de resolución. Así que, la próxima vez que te frustres con el Cubo de Rubik, recuerda que hay una elegante teoría matemática detrás de este rompecabezas.




Prueba. Para verificar que (SX,∘)(S_X, \circ) es un grupo, debemos demostrar que la composición de aplicaciones biyectivas en XX satisface las propiedades de asociatividad, elemento neutro y elemento inverso.


	Asociatividad: La composición de funciones es asociativa en general. Si f,g,h:X→Xf, g, h \colon X \to X son funciones, entonces (f∘g)∘h=f∘(g∘h)(f \circ g) \circ h = f \circ (g \circ h). Esta propiedad se restringe al conjunto de biyecciones SXS_X. Por lo tanto, la composición es asociativa en SXS_X.


	Elemento neutro: La función identidad idX:X→X\operatorname{id}_X \colon X \to X, definida por idX(x)=x\operatorname{id}_X(x) = x para todo x∈Xx \in X, es una biyección de XX en sí mismo, por lo que idX∈SX\operatorname{id}_X \in S_X. Además, la función identidad es el elemento neutro para la composición de funciones. Para cualquier f∈SXf \in S_X: (f∘idX)(x)=f(idX(x))=f(x),(idX∘f)(x)=idX(f(x))=f(x).
(f \circ \operatorname{id}_X)(x) = f(\operatorname{id}_X(x)) = f(x), \qquad (\operatorname{id}_X \circ f)(x) = \operatorname{id}_X(f(x)) = f(x).
 Por lo tanto, f∘idX=idX∘f=ff \circ \operatorname{id}_X = \operatorname{id}_X \circ f = f, y la función identidad idX\operatorname{id}_X es el elemento neutro en (SX,∘)(S_X, \circ). En la notación de permutaciones de SnS_n, el elemento neutro se denota por i=[1,2,…,n]i = [1, 2, \dots, n].


	Elemento inverso: Si f∈SXf \in S_X es una biyección, entonces, por definición de biyección, existe una función inversa f−1:X→Xf^{-1} \colon X \to X que también es una biyección, es decir, f−1∈SXf^{-1} \in S_X. Además, la función inversa satisface las propiedades: f∘f−1=idX,f−1∘f=idX.
f \circ f^{-1} = \operatorname{id}_X, \qquad f^{-1} \circ f = \operatorname{id}_X.
 Por lo tanto, cada elemento f∈SXf \in S_X tiene un inverso f−1∈SXf^{-1} \in S_X con respecto a la composición.




En resumen, (SX,∘)(S_X, \circ) satisface las propiedades de asociatividad, elemento neutro y elemento inverso, por lo que es un grupo.



En general, para conjuntos con más de dos elementos, el grupo simétrico (SX,∘)(S_X, \circ) no es abeliano, como veremos en los ejemplos.

Notación de Permutaciones

Para trabajar de forma concreta con los grupos simétricos SnS_n, necesitamos una notación eficiente para representar las permutaciones. Una notación común para las permutaciones de ℕn={1,2,…,n}\mathbb{N}_n=\{1,2,\dots,n\} es la notación de lista (o notación de dos líneas). En la notación de lista, una permutación σ∈Sn\sigma \in S_n se denota por una lista de longitud nn: [σ(1),σ(2),…,σ(n)][\sigma(1), \sigma(2), \dots, \sigma(n)]. Esta lista contiene los elementos de ℕn\mathbb{N}_n reordenados, indicando la imagen de cada elemento bajo la permutación.

Por ejemplo, en S4S_4, la permutación [2,3,1,4][2,3,1,4] representa la función σ:ℕ4→ℕ4\sigma \colon \mathbb{N}_4\to \mathbb{N}_4 tal que: σ(1)=[2,3,1,4](1)=2σ(2)=[2,3,1,4](2)=3σ(3)=[2,3,1,4](3)=1σ(4)=[2,3,1,4](4)=4
\begin{aligned}
\sigma(1) = [2,3,1,4](1) & =2 \\
\sigma(2) = [2,3,1,4](2) & =3 \\
\sigma(3) = [2,3,1,4](3) & =1 \\
\sigma(4) = [2,3,1,4](4) & =4
\end{aligned}
 Con esta notación, el elemento neutro, la función identidad, en SnS_n es i=[1,2,…,n]i=[1,2,\dots,n], ya que la identidad mapea cada elemento en sí mismo.

Las operaciones de composición de permutaciones y cálculo del inverso de una permutación se pueden realizar directamente con la notación de lista:


	Composición: Si ℓ1=[ℓ1(1),ℓ1(2),…,ℓ1(n)]\ell_1 = [\ell_1(1), \ell_1(2), \dots, \ell_1(n)] y ℓ2=[ℓ2(1),ℓ2(2),…,ℓ2(n)]\ell_2 = [\ell_2(1), \ell_2(2), \dots, \ell_2(n)] son dos permutaciones en SnS_n, entonces su composición ℓ1∘ℓ2\ell_1 \circ \ell_2 se calcula aplicando primero ℓ2\ell_2 y luego ℓ1\ell_1. La permutación compuesta ℓ1∘ℓ2=[c1,c2,…,cn]\ell_1 \circ \ell_2 = [c_1, c_2, \dots, c_n] se obtiene calculando la imagen de cada elemento i∈ℕni \in \mathbb{N}_n como ci=ℓ1(ℓ2(i))c_i = \ell_1(\ell_2(i)). Es decir, para obtener la ii-ésima componente de la lista ℓ1∘ℓ2\ell_1 \circ \ell_2, aplicamos ℓ2\ell_2 a ii para obtener ℓ2(i)\ell_2(i), y luego aplicamos ℓ1\ell_1 al resultado para obtener ℓ1(ℓ2(i))\ell_1(\ell_2(i)).


	Inversa: Si ℓ=[ℓ(1),ℓ(2),…,ℓ(n)]\ell = [\ell(1), \ell(2), \dots, \ell(n)] es una permutación en SnS_n, entonces su inversa ℓ−1=[a1,a2,…,an]\ell^{-1} = [a_1, a_2, \dots, a_n] se obtiene determinando para cada i∈ℕni \in \mathbb{N}_n el elemento aia_i tal que ℓ(ai)=i\ell(a_i) = i. En otras palabras, ai=ka_i = k si y solo si ℓ(k)=i\ell(k) = i. Para calcular la inversa, podemos pensar en “deshacer” la permutación ℓ\ell. Si ℓ\ell envía kk a ℓ(k)=i\ell(k) = i, entonces ℓ−1\ell^{-1} debe enviar ii de vuelta a kk.





Ejemplo 3.8 En el grupo simétrico (S5,∘)(S_5, \circ), consideremos las siguientes permutaciones en notación de lista: σ=[3,4,1,5,2]ρ=[5,3,4,2,1]
\sigma = [3, 4, 1, 5, 2]\qquad\quad \rho = [5, 3, 4, 2, 1]
 Vamos a calcular la composición σ∘ρ\sigma \circ \rho, ρ∘σ\rho \circ \sigma, y la inversa σ−1\sigma^{-1}.


	Composición σ∘ρ\sigma \circ \rho: Para calcular σ∘ρ\sigma \circ \rho, aplicamos primero ρ\rho y luego σ\sigma. Calculamos la imagen de cada elemento i∈{1,2,3,4,5}i \in \{1, 2, 3, 4, 5\} bajo σ∘ρ\sigma \circ \rho: (σ∘ρ)(1)=σ(ρ(1))=σ(5)=2(σ∘ρ)(2)=σ(ρ(2))=σ(3)=1(σ∘ρ)(3)=σ(ρ(3))=σ(4)=5(σ∘ρ)(4)=σ(ρ(4))=σ(2)=4(σ∘ρ)(5)=σ(ρ(5))=σ(1)=3\begin{align*}
(\sigma \circ \rho)(1) &= \sigma(\rho(1)) = \sigma(5) = 2 \\
(\sigma \circ \rho)(2) &= \sigma(\rho(2)) = \sigma(3) = 1 \\
(\sigma \circ \rho)(3) &= \sigma(\rho(3)) = \sigma(4) = 5 \\
(\sigma \circ \rho)(4) &= \sigma(\rho(4)) = \sigma(2) = 4 \\
(\sigma \circ \rho)(5) &= \sigma(\rho(5)) = \sigma(1) = 3
\end{align*} Por lo tanto, la composición es σ∘ρ=[2,1,5,4,3]\sigma \circ \rho = [2,1,5,4,3].


	Composición ρ∘σ\rho \circ \sigma: Calculamos ρ∘σ\rho \circ \sigma aplicando primero σ\sigma y luego ρ\rho: (ρ∘σ)(1)=ρ(σ(1))=ρ(3)=4(ρ∘σ)(2)=ρ(σ(2))=ρ(4)=2(ρ∘σ)(3)=ρ(σ(3))=ρ(1)=5(ρσ)(4)=ρ(σ(4))=ρ(5)=1(ρ∘σ)(5)=ρ(σ(5))=ρ(2)=3\begin{align*}
(\rho \circ \sigma)(1) &= \rho(\sigma(1)) = \rho(3) = 4 \\
(\rho \circ \sigma)(2) &= \rho(\sigma(2)) = \rho(4) = 2 \\
(\rho \circ \sigma)(3) &= \rho(\sigma(3)) = \rho(1) = 5 \\
(\rho \sigma)(4) &= \rho(\sigma(4)) = \rho(5) = 1 \\
(\rho \circ \sigma)(5) &= \rho(\sigma(5)) = \rho(2) = 3
\end{align*} Por lo tanto, la composición es ρ∘σ=[4,2,5,1,3]\rho \circ \sigma = [4,2,5,1,3].




Comparando los resultados, σ∘ρ=[2,1,5,4,3]≠[4,2,5,1,3]=ρ∘σ\sigma \circ \rho = [2,1,5,4,3] \neq [4,2,5,1,3] = \rho \circ \sigma. Esto demuestra que la operación de composición en S5S_5 (y en general en SnS_n para n≥3n \geq 3) no es conmutativa. Por lo tanto, el grupo simétrico SnS_n es un ejemplo de grupo no abeliano para n≥3n \geq 3. Para n=2n=2, S2S_2 es abeliano, y para n=1n=1, S1S_1 es trivial (y abeliano).


	Inversa de σ\sigma: Para calcular σ−1=[a1,a2,a3,a4,a5]\sigma^{-1} = [a_1, a_2, a_3, a_4, a_5], necesitamos encontrar para cada i∈{1,2,3,4,5}i \in \{1, 2, 3, 4, 5\} el elemento aia_i tal que σ(ai)=i\sigma(a_i) = i. Analizamos σ=[3,4,1,5,2]\sigma = [3, 4, 1, 5, 2]: σ(3)=1⇒σ−1(1)=3σ(5)=2⇒σ−1(2)=5σ(1)=3⇒σ−1(3)=1σ(2)=4⇒σ−1(4)=2σ(4)=5⇒σ−1(5)=4\begin{align*}
\sigma(3) &= 1 & \Rightarrow & \sigma^{-1}(1) = 3 \\
\sigma(5) &= 2 & \Rightarrow & \sigma^{-1}(2) = 5 \\
\sigma(1) &= 3 & \Rightarrow & \sigma^{-1}(3) = 1 \\
\sigma(2) &= 4 & \Rightarrow & \sigma^{-1}(4) = 2 \\
\sigma(4) &= 5 & \Rightarrow & \sigma^{-1}(5) = 4
\end{align*} Por lo tanto, la inversa de σ\sigma es σ−1=[3,5,1,2,4]\sigma^{-1} = [3,5,1,2,4]. Podemos verificar que σ∘σ−1=σ−1∘σ=i=[1,2,3,4,5]\sigma \circ \sigma^{-1} = \sigma^{-1} \circ \sigma = i = [1, 2, 3, 4, 5].





Importancia del Grupo Simétrico

El grupo simétrico SXS_X y, en particular, los grupos de permutaciones SnS_n, son de una importancia teórica fundamental en la teoría de grupos. Esta importancia se debe, en gran medida, al Teorema de Cayley, que establece un resultado sorprendente y profundo: todo grupo es isomorfo a un subgrupo de un grupo simétrico. En otras palabras, cualquier estructura de grupo abstracta puede ser entendida como un grupo de permutaciones de algún conjunto.

El Teorema de Cayley implica que los grupos simétricos son, en cierto sentido, los grupos “más generales” o “universales”. Cualquier propiedad o resultado que se demuestre para los grupos simétricos puede tener implicaciones importantes para la teoría general de grupos. Además, el estudio de los subgrupos de grupos simétricos permite clasificar y comprender una amplia variedad de grupos.

Aunque el Teorema de Cayley es de gran importancia teórica, en la práctica no siempre es la forma más eficiente de estudiar un grupo concreto. Sin embargo, subraya la centralidad de los grupos simétricos en la teoría de grupos y justifica su estudio detallado. En secciones posteriores, exploraremos con más detalle el Teorema de Cayley y sus consecuencias.



3.1.2.3 El grupo lineal general

El grupo lineal general es uno de los ejemplos más importantes y ubicuos de grupos no abelianos, con aplicaciones fundamentales en diversas áreas de la ingeniería, como la teoría de códigos, la criptografía y la robótica. En esta sección, definiremos formalmente este grupo, demostraremos que efectivamente satisface los axiomas de grupo y exploraremos algunas de sus propiedades más relevantes.


Definición 3.4 Sea n≥1n \geq 1 un entero positivo. El grupo lineal general de grado nn sobre ℝ\mathbb R, denotado por GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R), es el conjunto de todas las matrices cuadradas de tamaño n×nn \times n con entradas en ℝ\mathbb R que son invertibles, junto con la operación de multiplicación de matrices.

Es decir, GL(n,ℝ)={A∈ℳn(ℝ)∣det(A)≠0}
\mathrm{GL}(n, \mathbb R) = \{A \in \mathcal M_n(\mathbb R) \mid \det(A) \neq 0 \}




Notación: Recordemos que ℳn(ℝ)\mathcal M_n(\mathbb R) denota el conjunto de matrices cuadradas de tamaño n×nn \times n con entradas en el cuerpo ℝ\mathbb R, y det(A)\det(A) es el determinante de la matriz AA. La condición det(A)≠0\det(A) \neq 0 es equivalente a que la matriz AA sea invertible.


Teorema 3.7 (GL(n,ℝ),⋅)(\mathrm{GL}(n, \mathbb R), \cdot) es un grupo.




Prueba. Para demostrar que (GL(n,ℝ),⋅)(\mathrm{GL}(n, \mathbb R), \cdot) es un grupo, debemos verificar que se cumplen las propiedades asociativa, existencia de elemento neutro y existencia de elemento inverso, aparte de comprobar la clausura de la operación producto dentro de dicho conjunto:

Clausura:

Tomemos A,B∈GL(n,ℝ)A,B\in\mathrm{GL}(n,\mathbb R) y demostremos que AB∈GL(n,ℝ)AB\in\mathrm{GL}(n,\mathbb R). Por un resultado básico de matrices, sabemos que det(AB)=det(A)det(B)≠0\det(AB) = \det(A)\det(B) \neq 0. Luego AB∈GL(n,ℝ)AB\in\mathrm{GL}(n,\mathbb R)

Asociatividad:

La multiplicación de matrices es asociativa. Es decir, para cualesquiera matrices A,B,C∈Mn(ℝ)A, B, C \in M_n(\mathbb R), se cumple que (A⋅B)⋅C=A⋅(B⋅C)(A \cdot B) \cdot C = A \cdot (B \cdot C). Esta propiedad se hereda directamente al subconjunto GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R). Por lo tanto, la multiplicación es asociativa en GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R).

Elemento neutro:

La matriz identidad de tamaño n×nn \times n, denotada por InI_n, es el elemento neutro para la multiplicación de matrices. La matriz identidad tiene determinante det(In)=1≠0\det(I_n) = 1 \neq 0, por lo que In∈GL(n,ℝ)I_n \in \mathrm{GL}(n, \mathbb R). Además, para cualquier matriz A∈GL(n,ℝ)A \in \mathrm{GL}(n, \mathbb R), se cumple que A⋅In=In⋅A=AA \cdot I_n = I_n \cdot A = A. Por lo tanto, la matriz identidad InI_n es el elemento neutro en GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R).

Elemento inverso:

Por definición de GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R), cada matriz A∈GL(n,ℝ)A \in \mathrm{GL}(n, \mathbb R) es invertible, lo que significa que existe una matriz inversa A−1∈Mn(ℝ)A^{-1} \in M_n(\mathbb R) tal que A⋅A−1=A−1⋅A=InA \cdot A^{-1} = A^{-1} \cdot A = I_n. Necesitamos verificar que A−1A^{-1} también pertenece a GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R), es decir, que A−1A^{-1} es invertible. Sabemos que det(A⋅A−1)=det(In)=1\det(A \cdot A^{-1}) = \det(I_n) = 1. Utilizando la propiedad del determinante del producto, det(A⋅A−1)=det(A)⋅det(A−1)\det(A \cdot A^{-1}) = \det(A) \cdot \det(A^{-1}). Por lo tanto, det(A)⋅det(A−1)=1≠0\det(A) \cdot \det(A^{-1}) = 1\neq 0. Como det(A)≠0\det(A)\neq 0, por las propiedades del producto en el conjunto ℝ\mathbb R, debe ser det(A−1)≠0\det(A^{-1}) \neq 0, lo que implica que A−1∈GL(n,ℝ)A^{-1} \in \mathrm{GL}(n, \mathbb R). Así, cada elemento en GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R) tiene un inverso en GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R).

En resumen, GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R) es un conjunto cerrado para la multiplicación de matrices que satisface las propiedades asociativa, existencia de elemento neutro y existencia de elemento inverso. Por lo tanto, (GL(n,ℝ),⋅)(\mathrm{GL}(n, \mathbb R), \cdot) es un grupo.




Observación 3.1. En toda esta discusión, hemos definido el grupo lineal general sobre el conjunto ℝ\mathbb R. En realidad, este grupo se puede definir sobre una categoría de conjuntos denominados cuerpos, los cuales trataremos más adelante, que, esencialmente, tienen las mismas propiedades que ℝ\mathbb R.

Entre estos cuerpos, podemos considerar los conocidos ℚ\mathbb Q, ℂ\mathbb C, ℤ2\mathbb Z_2 (las clases de equivalencia de enteros módulo 2) y muchos más, a los que, en general, solemos denotar por 𝔽\mathbb F.



Una de las propiedades que hacen de GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R) un grupo interesante es que no es abeliano, si n≥2n\geq 2, característica heredada del producto usual de matrices.


Ejemplo 3.9 Consideremos n=2n=2. Sean las matrices: A=(1201),B=(1031)
A = \begin{pmatrix} 1 & 2 \\ 0 & 1 \end{pmatrix}, \qquad B = \begin{pmatrix} 1 & 0 \\ 3 & 1 \end{pmatrix}


Ambas matrices tienen determinante no nulo (det(A)=1\det(A) = 1, det(B)=1\det(B) = 1), por lo que A,B∈GL(2,ℝ)A, B \in \mathrm{GL}(2, \mathbb{R}). Calculamos los productos A⋅BA \cdot B y B⋅AB \cdot A:

A⋅B=(1201)(1031)=(1⋅1+2⋅31⋅0+2⋅10⋅1+1⋅30⋅0+1⋅1)=(7231)
A \cdot B = \begin{pmatrix} 1 & 2 \\ 0 & 1 \end{pmatrix} \begin{pmatrix} 1 & 0 \\ 3 & 1 \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 1\cdot 1 + 2\cdot 3 & 1\cdot 0 + 2\cdot 1 \\ 0\cdot 1 + 1\cdot 3 & 0\cdot 0 + 1\cdot 1 \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 7 & 2 \\ 3 & 1 \end{pmatrix}
 B⋅A=(1031)(1201)=(1⋅1+0⋅01⋅2+0⋅13⋅1+1⋅03⋅2+1⋅1)=(1237)
B \cdot A = \begin{pmatrix} 1 & 0 \\ 3 & 1 \end{pmatrix} \begin{pmatrix} 1 & 2 \\ 0 & 1 \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 1\cdot 1 + 0\cdot 0 & 1\cdot 2 + 0\cdot 1 \\ 3\cdot 1 + 1\cdot 0 & 3\cdot 2 + 1\cdot 1 \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 1 & 2 \\ 3 & 7 \end{pmatrix}


Claramente, A⋅B=(7231)≠(1237)=B⋅AA \cdot B = \begin{pmatrix} 7 & 2 \\ 3 & 1 \end{pmatrix} \neq \begin{pmatrix} 1 & 2 \\ 3 & 7 \end{pmatrix} = B \cdot A. Por lo tanto, GL(2,ℝ)\mathrm{GL}(2, \mathbb{R}) no es abeliano. En general, GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R) no es abeliano para n≥2n \geq 2.






3.1.3 Subgrupos

Motivaremos el concepto de subgrupo de con el siguiente ejemplo.


Ejemplo 3.10 (Grupo lineal especial) Consideremos el siguiente conjunto de matrices: SL(n,ℝ)={A∈ℳn(ℝ)∣det(A)=1}\mathrm{SL}(n, \mathbb R) = \{A\in\mathcal M_n(\mathbb R)\mid\det(A) = 1\} Lo primero que debemos observar es que SL(n,ℝ)⊆GL(n,ℝ)\mathrm{SL}(n, \mathbb R)\subseteq \mathrm{GL}(n, \mathbb R).

Además, el producto matricial es una operación interna en SL(n,ℝ)\mathrm{SL}(n, \mathbb R), ya que debemos recordar que det(AB)=det(A)det(B)\det(AB) = \det(A)\det(B) para todas A,B∈ℳn(ℝ)A,B\in\mathcal M_n(\mathbb R).

Está claro que (SL(n,ℝ),⋅)(\mathrm{SL}(n, \mathbb R), \cdot) es un grupo, ya que el producto es asociativo, su elemento neutro es la matriz identidad InI_n, que tiene determinante igual a 1, y, con respecto a la inversa de una matriz A∈SL(n,ℝ)A\in\mathrm{SL}(n, \mathbb R), sabemos que 1=det(In)=det(A⋅A−1)=det(A)⋅det(A−1)=det(A−1)1 = \det(I_n) = \det(A\cdot A^{-1}) = \det(A)\cdot\det(A^{-1}) = \det(A^{-1}) luego A−1∈SL(n,ℝ)A^{-1}\in\mathrm{SL}(n, \mathbb R).

Así que hemos encontrado, dentro de GL(n,ℝ)\mathrm{GL}(n, \mathbb R), otro conjunto contenido dentro de él que también tiene estructura de grupo. A SL(n,ℝ)\mathrm{SL}(n, \mathbb R) se le denomina grupo lineal especial.



Esta situación no es, ni mucho menos, excepcional.


Definición 3.5 (Subgrupo) Sea (G,*)(G, \ast) un grupo y sea HH un subconjunto de GG no vacío. Se dice que HH es un subgrupo de (G,*)(G, \ast), y lo denotamos por H≤GH\leq G, si (H,*)(H, \ast) es grupo con la operación *\ast restringida a HH.



Para que (H,*)(H, \ast) sea un grupo, la operación *\ast debe ser una operación interna en HH. Esto significa que para todo x,y∈Hx, y \in H, el resultado x*yx \ast y debe estar también en HH. Esta propiedad se conoce como clausura de HH bajo la operación *\ast. Además de la clausura, HH debe contener el elemento neutro de GG y el elemento simétrico de cada elemento de HH (con respecto a la operación de GG) debe estar también en HH.

En cualquier grupo (G,*)(G, \ast), existen al menos dos subgrupos, como nos presenta el siguiente resultado, cuya demostración dejamos al lector.


Lema 3.1 (Subgrupos impropios) Sea (G,*)(G, \ast) un grupo con elemento neutro e∈Ge\in G. Entonces {e}≤G\{e\}\leq G y G≤GG\leq G.



En estos casos, se suele utilizar la nomenclatura de subgrupo trivial para referirnos a {e}\{e\}. Cualquier otro subgrupo de GG, diferente de e{e} y del propio GG, se denomina subgrupo propio.


Ejemplo 3.11 (Subgrupos) Veamos algunos ejemplos de subgrupos:


	El conjunto de los números reales no nulos equipado con la multiplicación usual (ℝ*,⋅)(\mathbb{R}^*, \cdot) es un subgrupo de (ℂ*,⋅)(\mathbb{C}^*, \cdot).

	El conjunto de los números racionales no nulos (ℚ*,⋅)(\mathbb{Q}^*, \cdot) es un subgrupo de (ℝ*,⋅)(\mathbb{R}^*, \cdot) y, por lo tanto, también de (ℂ*,⋅)(\mathbb{C}^*, \cdot).

	El grupo H={1,i,−1,−i}H= \{1, \mathrm{i}, -1, -\mathrm{i}\} del Ejemplo 3.5 también es un subgrupo de (ℂ*,⋅)(\mathbb{C}^*, \cdot).

	(ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) es subgrupo propio de (ℚ,+)(\mathbb{Q} , +) y de (ℝ,+)(\mathbb{R} , +).

	(ℚ,+)(\mathbb{Q}, +) es subgrupo propio de (ℝ,+)(\mathbb{R} , +).

	Si consideramos el conjunto 2ℤ={2⋅x;x∈ℤ}2\mathbb{Z} = \{ 2\cdot x\ ;\ x\in\mathbb{Z}\}, es decir, el conjunto de números enteros pares, se verifica que (2ℤ,+)(2\mathbb{Z}, +) es un subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +). Para verificarlo:




	Clausura: Si 2x,2y∈2ℤ2x, 2y \in 2\mathbb{Z}, entonces 2x+2y=2(x+y)∈2ℤ2x + 2y = 2(x+y) \in 2\mathbb{Z}.

	Elemento neutro: El elemento neutro de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) es 00, y 0=2⋅0∈2ℤ0 = 2 \cdot 0 \in 2\mathbb{Z}.

	Elemento simétrico: Si 2x∈2ℤ2x \in 2\mathbb{Z}, su simétrico en (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) es −(2x)=2⋅(−x)∈2ℤ-(2x) = 2 \cdot (-x) \in 2\mathbb{Z}.






Ejercicio 3.4 Usar el razonamiento anterior para demostrar que los enteros múltiplos de un número k∈ℤk\in\mathbb Z son subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb Z, +). Es decir, demostrar que kℤ≤ℤk\mathbb Z\leq\mathbb Z para todo k∈ℤk\in\mathbb Z, donde kℤ={k⋅x∣x∈ℤ}.k\mathbb{Z} = \{ k\cdot x\mid x\in\mathbb{Z}\}.




Ejemplo 3.12 Consideremos el grupo (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) y el subconjunto de los números naturales ℕ⊆ℤ\mathbb{N} \subseteq \mathbb{Z}. (ℕ,+)(\mathbb{N}, +) no es un subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) porque (ℕ,+)(\mathbb{N}, +) no es un grupo (no hay elementos simétricos).




Ejercicio 3.5 Estudiar si el conjunto de números enteros impares es subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb Z, +).



Caracterización de Subgrupos

Como en tantas ocasiones en las Matemáticas, el trabajar con una definición directamente no es lo más operativo, y surgen condiciones equivalentes a los axiomas de dicha definición. En nuestro caso, tenemos una serie de condiciones que nos proporcionan una caracterización de la propiedad de ser subgrupo de un grupo.


Teorema 3.8 (Caracterización de subgrupo) Sea (G,*)(G, \ast) un grupo y sea HH un subconjunto de GG no vacío. Los siguientes enunciados son equivalentes.


	HH es un subgrupo de GG.

	Para todo x,y∈Hx,y \in H se tiene que x*y∈Hx\ast y \in H, y que x−1∈Hx^{-1} \in H.

	Para todo x,y∈Hx,y \in H: x*y−1∈Hx\ast y^{-1} \in H.






Prueba. Demostraremos la equivalencia cíclicamente: (1) ⇒\Rightarrow (2) ⇒\Rightarrow (3) ⇒\Rightarrow (1).


	⇒\Rightarrow (2): Si HH es un subgrupo de GG, entonces (H,*)(H, \ast) es un grupo. Por lo tanto, por la definición de grupo, si x,y∈Hx,y \in H, entonces x*y∈Hx\ast y \in H (clausura de la operación en HH). Además, para cada x∈Hx \in H, existe un elemento simétrico en HH, que denotamos por x′H∈Hx'_H \in H, tal que x*x′H=x′H*x=eHx \ast x'_H = x'_H \ast x = e_H, donde eHe_H es el elemento neutro de HH. Como HH es un subgrupo de GG, el elemento neutro de HH debe ser el mismo que el elemento neutro de GG, es decir, eH=eG=ee_H = e_G = e. Además, por la unicidad del elemento simétrico en GG, el elemento simétrico x′Hx'_H debe ser el mismo que el elemento simétrico de xx en GG, es decir, x′H=x−1x'_H = x^{-1}. Por lo tanto, si x∈Hx \in H, entonces x−1∈Hx^{-1} \in H.


	⇒\Rightarrow (3): Supongamos que para todo x,y∈Hx,y \in H se tiene que x*y∈Hx\ast y \in H y que x−1∈Hx^{-1} \in H. Sean x,y∈Hx,y \in H. Como y∈Hy \in H y se cumple (2), entonces y−1∈Hy^{-1} \in H. Ahora, como x∈Hx \in H y y−1∈Hy^{-1} \in H, y se cumple (2), entonces x*y−1∈Hx \ast y^{-1} \in H.


	⇒\Rightarrow (1): Supongamos que para todo x,y∈Hx,y \in H, x*y−1∈Hx\ast y^{-1} \in H. Debemos demostrar que (H,*)(H, \ast) es un grupo.





	Clausura: Sea x,y∈Hx,y \in H. En (3) se establece la condición para x*y−1x\ast y^{-1}. Para obtener la clausura de x*yx\ast y, necesitamos eliminar el inverso. Consideremos y−1y^{-1}. Si y∈Hy \in H, necesitamos asegurar que y−1∈Hy^{-1} \in H. Tomemos un elemento x∈Hx \in H (como HH es no vacío, existe al menos un elemento). Consideremos x,x∈Hx, x \in H. Por la condición (3), x*x−1∈Hx \ast x^{-1} \in H. Pero x*x−1=ex \ast x^{-1} = e, el elemento neutro de GG. Por lo tanto, e∈He \in H. Ahora, tomemos e,y∈He, y \in H. Por la condición (3), e*y−1∈He \ast y^{-1} \in H. Pero e*y−1=y−1e \ast y^{-1} = y^{-1}. Por lo tanto, si y∈Hy \in H, entonces y−1∈Hy^{-1} \in H. Finalmente, sean x,y∈Hx, y \in H. Sabemos que y−1∈Hy^{-1} \in H. Aplicando la condición (3) a xx y y−1y^{-1} (que están en HH), tenemos x*(y−1)−1∈Hx \ast (y^{-1})^{-1} \in H. Pero (y−1)−1=y(y^{-1})^{-1} = y. Por lo tanto, x*y∈Hx \ast y \in H. Esto demuestra la clausura de la operación en HH.

	Propiedad asociativa: La operación *\ast es asociativa en GG, y como H⊆GH \subseteq G, la operación *\ast es asociativa en HH.

	Elemento neutro: Hemos demostrado que e∈He \in H. Además, como ee es el elemento neutro de GG, para todo x∈H⊆Gx \in H \subseteq G, se cumple x*e=e*x=xx \ast e = e \ast x = x. Por lo tanto, ee es el elemento neutro de HH.

	Elemento simétrico: Hemos demostrado que para cada x∈Hx \in H, x−1∈Hx^{-1} \in H. Y por la definición de elemento simétrico en GG, x*x−1=x−1*x=ex \ast x^{-1} = x^{-1} \ast x = e. Por lo tanto, x−1x^{-1} es el elemento simétrico de xx en HH. Por lo tanto, (H,*)(H, \ast) es un grupo.






Ejercicio 3.6 Sea n≥1n\geq 1. Consideremos el conjunto de matrices denominado grupo ortogonal: O(n,ℝ)={A∈ℳn(ℝ)∣At⋅A=In}.\mathrm{O}(n, \mathbb R) = \{A\in\mathcal M_n(\mathbb R)\mid A^t\cdot A = I_n\}.

Las matrices que pertenecen a este conjunto se denominan matrices ortogonales, de las cuales hablaremos más adelante en el capítulo dedicado a los espacios euclídeos. Tienen la propiedad de que es fácil encontrar la inversa de una de estas matrices: es su propia traspuesta.

Se pide demostrar que O(n,ℝ)≤GL(n,ℝ)\mathrm{O}(n, \mathbb R)\leq \mathrm{GL}(n, \mathbb R).




Corolario 3.2 Sea (G,*)(G, \ast) un grupo finito y sea HH un subconjunto de GG no vacío. (H,*)(H, \ast) es un subgrupo de (G,*)(G, \ast) si y solo si x*y∈Hx \ast y \in H para todo x,y∈Hx, y \in H.




Prueba. (⇒\Rightarrow) Si (H,*)(H, \ast) es un subgrupo de (G,*)(G, \ast), entonces por la definición de grupo, la operación *\ast debe ser interna en HH, lo que significa que para todo x,y∈Hx, y \in H, x*y∈Hx \ast y \in H.

(⇐\Leftarrow) Supongamos que HH es un subconjunto no vacío de un grupo finito (G,*)(G, \ast) tal que para todo x,y∈Hx, y \in H, x*y∈Hx \ast y \in H (clausura). Debemos demostrar que (H,*)(H, \ast) es un grupo. Ya tenemos la asociatividad (heredada de GG) y la clausura por hipótesis. Necesitamos demostrar la existencia de elemento neutro y elemento simétrico en HH.


	Existencia de elemento neutro: Sea a∈Ha \in H (como HH es no vacío, existe al menos un elemento). Consideremos la función fa:H→Hf_a \colon H \to H definida por fa(x)=a*xf_a(x) = a \ast x. Como HH es cerrado bajo *\ast, faf_a está bien definida como función de HH en HH. Si HH es finito y faf_a es inyectiva, entonces faf_a también es sobreyectiva (porque una función inyectiva de un conjunto finito en sí mismo es biyectiva). Veamos que faf_a es inyectiva: si fa(x)=fa(y)f_a(x) = f_a(y), entonces a*x=a*ya \ast x = a \ast y, y por la ley de cancelación en GG, x=yx = y. Por lo tanto, faf_a es inyectiva. Como faf_a es sobreyectiva, existe un elemento e∈He \in H tal que fa(e)=a*e=af_a(e) = a \ast e = a. Ahora debemos demostrar que este ee es el elemento neutro en HH, es decir, que e*x=x*e=xe \ast x = x \ast e = x para todo x∈Hx \in H. Ya tenemos a*e=aa \ast e = a. Multiplicando por la izquierda por a−1a^{-1} en GG, obtenemos e=a−1*ae = a^{-1} \ast a. No es inmediato que ee sea el elemento neutro. Consideremos de nuevo a∈Ha \in H. Las potencias de aa (en notación multiplicativa) son a,a2,a3,…a, a^2, a^3, \dots. Como HH es cerrado bajo *\ast, todos estos elementos an=a*a*…*aa^n = a \ast a \ast \dots \ast a (n veces) están en HH. Como HH es finito, la secuencia a,a2,a3,…a, a^2, a^3, \dots no puede ser infinita y de elementos distintos. Por lo tanto, existen m<nm < n tales que am=ana^m = a^n. Multiplicando por (a−1)m(a^{-1})^m (que existe en GG) a ambos lados, obtenemos e=an−me = a^{n-m}. Como n−m≥1n-m \ge 1, ee es una potencia de aa, y como a∈Ha \in H y HH es cerrado bajo *\ast, e=an−m∈He = a^{n-m} \in H. Por lo tanto, el elemento neutro ee de GG está en HH.

	Existencia de elemento simétrico: Sea x∈Hx \in H. Consideremos de nuevo las potencias de xx: x,x2,x3,…,e∈Hx, x^2, x^3, \dots, e \in H. Sabemos que existe alguna potencia de xx que es el elemento neutro ee. Sea n≥1n \ge 1 el menor entero tal que xn=ex^n = e. Si n=1n = 1, entonces x=ex = e, y el simétrico de ee es ee mismo, que está en HH. Si n>1n > 1, entonces xn=x*xn−1=e=xn−1*xx^n = x \ast x^{n-1} = e = x^{n-1} \ast x. Por lo tanto, xn−1x^{n-1} es el simétrico de xx. Como n≥2n \ge 2, n−1≥1n-1 \ge 1, y xn−1=x*…*xx^{n-1} = x \ast \dots \ast x (n−1n-1 veces) está en HH por la clausura de HH. Por lo tanto, el simétrico de xx está en HH.



Por lo tanto, (H,*)(H, \ast) es un grupo.



Operaciones con Subgrupos

Es habitual preguntarse por qué operaciones algebraicas son capaces de conservar las propiedades de las estructuras algebraicas con las que trabajamos. Veremos una constante a lo largo de este libro: por lo general, la intersección, gracias a su definición axiomática, conserva las propiedades, tal y como vemos reflejado en el siguiente resultado.


Teorema 3.9 Sea (G,*)(G, \ast) un grupo y sean HH y KK dos subgrupos de GG. Entonces la intersección H∩KH \cap K es un subgrupo de G.G.




Prueba. Para demostrar que H∩KH \cap K es un subgrupo de GG, usaremos la caracterización de subgrupos (Teorema 3.8, condición 3): para todo x,y∈H∩Kx,y \in H \cap K, debemos demostrar que x*y−1∈H∩Kx\ast y^{-1} \in H \cap K.

Sean x,y∈H∩Kx,y \in H \cap K. Esto significa que x∈Hx \in H y x∈Kx \in K, y también y∈Hy \in H y y∈Ky \in K. Como HH es un subgrupo de GG y x,y∈Hx,y \in H, entonces x*y−1∈Hx\ast y^{-1} \in H (por la caracterización de subgrupos). Como KK es un subgrupo de GG y x,y∈Kx,y \in K, entonces x*y−1∈Kx\ast y^{-1} \in K (por la caracterización de subgrupos). Como x*y−1∈Hx\ast y^{-1} \in H y x*y−1∈Kx\ast y^{-1} \in K, entonces x*y−1∈H∩Kx\ast y^{-1} \in H \cap K.

Por lo tanto, para todo x,y∈H∩Kx,y \in H \cap K, x*y−1∈H∩Kx\ast y^{-1} \in H \cap K. Por la caracterización de subgrupos, H∩KH \cap K es un subgrupo de GG.




Ejemplo 3.13 2ℤ2\mathbb{Z} y 3ℤ3\mathbb{Z} son dos subgrupos de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) y por lo tanto, 2ℤ∩3ℤ2\mathbb{Z} \cap 3\mathbb{Z} también lo es; de hecho, 2ℤ∩3ℤ=6ℤ2\mathbb{Z} \cap 3\mathbb{Z} = 6\mathbb{Z}.

Para verificar que 2ℤ∩3ℤ=6ℤ2\mathbb{Z} \cap 3\mathbb{Z} = 6\mathbb{Z}, notemos que un número está en 2ℤ∩3ℤ2\mathbb{Z} \cap 3\mathbb{Z} si y solo si es múltiplo de 2 y múltiplo de 3. Esto ocurre si y solo si es múltiplo del mínimo común múltiplo de 2 y 3, que es 6. Por lo tanto, 2ℤ∩3ℤ=6ℤ2\mathbb{Z} \cap 3\mathbb{Z} = 6\mathbb{Z}. Y sabemos que 6ℤ6\mathbb{Z} es un subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +).



En general, la unión de dos subgrupos no es necesariamente un subgrupo.


2ℤ∪3ℤ2\mathbb{Z} \cup 3\mathbb{Z} no es un subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +), ya que la suma no es una operación interna en ese conjunto: 4∈2ℤ∪3ℤ4\in 2\mathbb{Z} \cup 3\mathbb{Z} (porque 4∈2ℤ4 \in 2\mathbb{Z}), 9∈2ℤ∪3ℤ9\in 2\mathbb{Z} \cup 3\mathbb{Z} (porque 9∈3ℤ9 \in 3\mathbb{Z}) y sin embargo, 4+9=134+9=13. El número 1313 no es múltiplo de 2 ni de 3, por lo tanto, 13∉2ℤ∪3ℤ13\not\in 2\mathbb{Z} \cup 3\mathbb{Z}. Como la suma de dos elementos de 2ℤ∪3ℤ2\mathbb{Z} \cup 3\mathbb{Z} no siempre está en 2ℤ∪3ℤ2\mathbb{Z} \cup 3\mathbb{Z}, 2ℤ∪3ℤ2\mathbb{Z} \cup 3\mathbb{Z} no es un subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +).




Ejercicio 3.7 Sea n≥1n\geq 1. Consideremos el conjunto de matrices denominado grupo ortogonal especial: SO(n,ℝ)={A∈ℳn(ℝ)∣At⋅A=In y det(A)=1}.\mathrm{SO}(n, \mathbb R) = \{A\in\mathcal M_n(\mathbb R)\mid A^t\cdot A = I_n\text{ y }\det(A) = 1\}.

Demostrar que SO(n,ℝ)≤GL(n,ℝ)\mathrm{SO}(n, \mathbb R)\leq \mathrm{GL}(n, \mathbb R).





3.1.4 Grupos cíclicos

Estudiaremos en esta sección un mecanismo para la generación sencilla de subgrupos. Para ello, comenzaremos con una definición que dará juego más adelante.


Definición 3.6 Sea (G,*)(G, \ast) un grupo con elemento neutro ee. Para cualquier elemento x∈Gx \in G, definimos las potencias de xx (en notación multiplicativa) como: x1=x,x2=x*x,x3=x*x*x,…,xn=x*x*…*x⏟n veces(n∈ℕ).
x^1 = x, \quad x^2 = x \ast x, \quad x^3 = x \ast x \ast x, \quad \dots, \quad x^n = \underbrace{x \ast x \ast \dots \ast x}_{n \text{ veces}} \quad (n \in \mathbb{N}).
 Para exponentes negativos, definimos x−n=(x−1)n=x−1*x−1*…*x−1⏟n vecesx^{-n} = (x^{-1})^n = \underbrace{x^{-1} \ast x^{-1} \ast \dots \ast x^{-1}}_{n \text{ veces}}, y x0=ex^0 = e, donde x−1x^{-1} es el inverso de xx en GG.

Con esta notación, el orden de un elemento x∈Gx \in G se define como el menor entero positivo n≥1n \geq 1 tal que xn=x*x*…*x⏟n veces=e.
x^n = \underbrace{x \ast x \ast \dots \ast x}_{n \text{ veces}} = e.
 Si no existe tal entero positivo nn que satisfaga esta condición, se dice que el elemento xx tiene orden infinito.



Es importante notar que la noción de “orden” de un elemento cuantifica, de alguna manera, la “periodicidad” del elemento dentro del grupo. Si un elemento tiene orden nn, significa que al “iterar” la operación de grupo con ese elemento nn veces, volvemos al elemento neutro por primera vez después de una o más iteraciones.


Observación 3.2 (Notación Aditiva vs. Multiplicativa). Si utilizamos la notación multiplicativa para la operación de grupo, como hemos hecho hasta ahora, escribimos las potencias de xx como xnx^n. Si utilizamos notación aditiva (normalmente para grupos abelianos), denotaremos la operación por ++, el elemento neutro por 00, y las potencias de xx (iteraciones de la operación) como múltiplos de xx: 1x=x,2x=x+x,3x=x+x+x,…,nx=x+x+…+x⏟n veces(n∈ℕ).
1x = x, \quad 2x = x + x, \quad 3x = x + x + x, \quad \dots, \quad nx = \underbrace{x + x + \dots + x}_{n \text{ veces}} \quad (n \in \mathbb{N}).
 En notación aditiva, el orden de un elemento xx es el menor entero positivo n≥1n \geq 1 tal que nx=x+x+…+x⏟n veces=0nx = \underbrace{x + x + \dots + x}_{n \text{ veces}} = 0, donde 00 es el elemento neutro aditivo.




Ejemplo 3.14 Veamos algunos ejemplos para ilustrar el concepto de orden de un elemento en diferentes grupos.


	En el grupo aditivo (ℤ6,+6)(\mathbb{Z}_6, +_6): Consideremos el elemento 4∈ℤ64 \in \mathbb{Z}_6 (recordemos la notación simplificada, donde 44 representa la clase de congruencia [4]6[4]_6). Calculamos los múltiplos sucesivos de 44 en ℤ6\mathbb{Z}_6: 1⋅4=4(mod6)=42⋅4=4+64=8(mod6)=23⋅4=4+64+64=12(mod6)=0\begin{align*}
1 \cdot 4 &= 4 \pmod{6} = 4 \\
2 \cdot 4 &= 4 +_6 4 = 8 \pmod{6} = 2 \\
3 \cdot 4 &= 4 +_6 4 +_6 4 = 12 \pmod{6} = 0
\end{align*} Hemos encontrado que 3⋅4=03 \cdot 4 = 0 en ℤ6\mathbb{Z}_6, y no hemos obtenido el elemento neutro 00 con menos de 3 sumas de 44. Por lo tanto, el orden del elemento 44 en (ℤ6,+6)(\mathbb{Z}_6, +_6) es 3.


	En el grupo multiplicativo (ℤ7*,⋅7)(\mathbb{Z}_7^*, \cdot_7): Consideremos el elemento 2∈ℤ7*2 \in \mathbb{Z}_7^* (que representa [2]7[2]_7). Calculamos las potencias sucesivas de 22 en ℤ7*\mathbb{Z}_7^*: 21=2(mod7)=222=2⋅72=4(mod7)=423=2⋅72⋅72=8(mod7)=1\begin{align*}
2^1 &= 2 \pmod{7} = 2 \\
2^2 &= 2 \cdot_7 2 = 4 \pmod{7} = 4 \\
2^3 &= 2 \cdot_7 2 \cdot_7 2 = 8 \pmod{7} = 1
\end{align*} Hemos encontrado que 23=12^3 = 1 en ℤ7*\mathbb{Z}_7^*, y no hemos obtenido el elemento neutro 11 con potencias menores. Por lo tanto, el orden del elemento 22 en (ℤ7*,⋅7)(\mathbb{Z}_7^*, \cdot_7) es 3.


	En el grupo simétrico (S4,∘)(S_4,\circ): Consideremos la permutación σ=[4,1,2,3]∈S4\sigma = [4,1,2,3] \in S_4. El elemento neutro en S4S_4 es la identidad i=[1,2,3,4]i = [1,2,3,4]. Calculamos las composiciones sucesivas de σ\sigma consigo misma: σ1=[4,1,2,3]σ2=σ∘σ=[4,1,2,3]∘[4,1,2,3]=[3,4,1,2]σ3=σ2∘σ=[3,4,1,2]∘[4,1,2,3]=[2,3,4,1]σ4=σ3∘σ=[2,3,4,1]∘[4,1,2,3]=[1,2,3,4]=i\begin{align*}
\sigma^1 &= [4,1,2,3] \\
\sigma^2 = \sigma \circ \sigma &= [4,1,2,3] \circ [4,1,2,3] = [3,4,1,2] \\
\sigma^3 = \sigma^2 \circ \sigma &= [3,4,1,2] \circ [4,1,2,3] = [2,3,4,1] \\
\sigma^4 = \sigma^3 \circ \sigma &= [2,3,4,1] \circ [4,1,2,3] = [1,2,3,4] = i
\end{align*} Hemos encontrado que σ4=i\sigma^4 = i, y no hemos obtenido la identidad con composiciones menores. Para ver cómo se calculan estas composiciones, por ejemplo, para σ2=[3,4,1,2]\sigma^2 = [3,4,1,2]: σ2(1)=σ(σ(1))=σ(4)=3σ2(2)=σ(σ(2))=σ(1)=4σ2(3)=σ(σ(3))=σ(2)=1σ2(4)=σ(σ(4))=σ(3)=2\begin{align*}
\sigma^2(1) &= \sigma(\sigma(1)) = \sigma(4) = 3 \\
\sigma^2(2) &= \sigma(\sigma(2)) = \sigma(1) = 4 \\
\sigma^2(3) &= \sigma(\sigma(3)) = \sigma(2) = 1 \\
\sigma^2(4) &= \sigma(\sigma(4)) = \sigma(3) = 2
\end{align*} Similarmente se calculan σ3\sigma^3 y σ4\sigma^4. Por lo tanto, el orden de la permutación σ=[4,1,2,3]\sigma = [4,1,2,3] en (S4,∘)(S_4,\circ) es 4.







Ejemplo 3.15 Veamos ahora ejemplos de elementos de orden infinito, y otros elementos de orden finito en grupos diferentes.


	En el grupo aditivo (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +): Consideremos cualquier elemento no nulo x∈ℤx \in \mathbb{Z}, x≠0x \neq 0. Para cualquier entero positivo n≥1n \geq 1, el múltiplo n⋅x=x+x+…+x⏟n veces=nxn \cdot x = \underbrace{x + x + \dots + x}_{n \text{ veces}} = nx será siempre no nulo si x≠0x \neq 0 y n≠0n \neq 0. Por lo tanto, no existe ningún entero positivo nn tal que n⋅x=0n \cdot x = 0 (el elemento neutro en (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +)) para x≠0x \neq 0. Esto significa que todo elemento no nulo en (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) tiene orden infinito. El único elemento de orden finito en (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) es el elemento neutro 00, que tiene orden 1, ya que 1⋅0=01 \cdot 0 = 0.


	En el grupo multiplicativo de los números reales no nulos (ℝ*,⋅)(\mathbb{R}^*, \cdot): Consideremos el elemento −1∈ℝ*-1 \in \mathbb{R}^*. Calculamos sus potencias: (−1)1=−1,(−1)2=(−1)⋅(−1)=1.
(-1)^1 = -1, \qquad (-1)^2 = (-1) \cdot (-1) = 1.
 Como (−1)2=1(-1)^2 = 1, y 11 es el elemento neutro en (ℝ*,⋅)(\mathbb{R}^*, \cdot), el orden de −1-1 es 2. El elemento neutro 11 tiene orden 1, ya que 11=11^1 = 1. Consideremos ahora cualquier otro número real no nulo x∈ℝ*x \in \mathbb{R}^*, con x≠1x \neq 1 y x≠−1x \neq -1. Si |x|≠1|x| \neq 1, entonces |xn|=|x|n≠1|x^n| = |x|^n \neq 1 para todo n≥1n \geq 1, por lo que xn≠1x^n \neq 1. Si |x|=1|x| = 1 y x≠±1x \neq \pm 1, entonces x=eiθx = e^{i\theta} con θ≠0,π\theta \neq 0, \pi. En este caso, xn=einθ≠1x^n = e^{in\theta} \neq 1 para todo entero positivo nn, ya que nθn\theta no será un múltiplo entero de 2π2\pi. Por lo tanto, cualquier número real no nulo distinto de 11 y −1-1 tiene orden infinito en (ℝ*,⋅)(\mathbb{R}^*, \cdot). Los únicos elementos de orden finito en (ℝ*,⋅)(\mathbb{R}^*, \cdot) son 11 (orden 1) y −1-1 (orden 2).






Estamos en condiciones de ver cómo generar subgrupos a partir de elementos individuales:


Teorema 3.10 (Subgrupo generado) Sea (G,*)(G, \ast) un grupo y c∈Gc \in G un elemento fijo. Consideremos el conjunto de todas las potencias (enteras) de cc: ⟨c⟩={cn∣n∈ℤ}={…,c−2,c−1,c0=e,c1=c,c2,c3,…}.
\langle c \rangle = \{c^n \mid n \in \mathbb{Z} \} = \{ \dots, c^{-2}, c^{-1}, c^0=e, c^1=c, c^2, c^3, \dots \}.
 Este conjunto ⟨c⟩\langle c \rangle es el mínimo subgrupo de GG que contiene al elemento cc. Se denomina el subgrupo (cíclico) generado por cc.




Prueba. Para demostrar que ⟨c⟩\langle c \rangle es un subgrupo de GG, debemos verificar que es cerrado bajo la operación de grupo, contiene el elemento neutro, y es cerrado bajo inversos.


	Cerradura bajo la operación: Sean x,y∈⟨c⟩x, y \in \langle c \rangle. Entonces, existen enteros m,k∈ℤm, k \in \mathbb{Z} tales que x=cmx = c^m e y=cky = c^k. Consideramos el producto x*y=cm*ckx \ast y = c^m \ast c^k. Por las propiedades de los exponentes, cm*ck=cm+kc^m \ast c^k = c^{m+k}. Como m+k∈ℤm+k \in \mathbb{Z}, cm+k∈⟨c⟩c^{m+k} \in \langle c \rangle. Por lo tanto, ⟨c⟩\langle c \rangle es cerrado bajo la operación *\ast.


	Contiene el elemento neutro: El elemento neutro e=c0e = c^0 (por definición de potencia cero), y 0∈ℤ0 \in \mathbb{Z}, por lo que e=c0∈⟨c⟩e = c^0 \in \langle c \rangle.


	Cerradura bajo inversos: Sea x∈⟨c⟩x \in \langle c \rangle. Entonces, existe un entero m∈ℤm \in \mathbb{Z} tal que x=cmx = c^m. Consideramos el inverso de xx, que es x−1=(cm)−1x^{-1} = (c^m)^{-1}. Por las propiedades de los exponentes, (cm)−1=c−m(c^m)^{-1} = c^{-m}. Como −m∈ℤ-m \in \mathbb{Z}, c−m∈⟨c⟩c^{-m} \in \langle c \rangle. Por lo tanto, ⟨c⟩\langle c \rangle es cerrado bajo inversos.




Como ⟨c⟩\langle c \rangle satisface las tres propiedades, es un subgrupo de GG. Además, cualquier subgrupo que contenga a cc debe contener todas las potencias de cc, por lo que ⟨c⟩\langle c \rangle es el mínimo subgrupo que contiene a cc.




Definición 3.7 Sea (G,*)(G, \ast) un grupo. Si para algún elemento c∈Gc \in G se tiene que G=⟨c⟩G = \langle c \rangle, es decir, si todo elemento de GG es una potencia de cc, entonces decimos que GG es un grupo cíclico, y que cc es un generador de GG.




Ejemplo 3.16 Veamos ejemplos de subgrupos generados por elementos en diferentes grupos.


	En el grupo multiplicativo de los números complejos no nulos (ℂ*,⋅)(\mathbb{C}^*,\cdot ): Consideremos el elemento imaginario unitario i∈ℂ*\mathrm{i} \in \mathbb{C}^*. El subgrupo cíclico generado por i\mathrm{i} es: ⟨i⟩={in∣n∈ℤ}={…,i−2,i−1,i0,i1,i2,i3,i4,…}
\langle \mathrm{i} \rangle = \{ \mathrm{i}^n \mid n \in \mathbb{Z} \} = \{ \dots, \mathrm{i}^{-2}, \mathrm{i}^{-1}, \mathrm{i}^0, \mathrm{i}^1, \mathrm{i}^2, \mathrm{i}^3, \mathrm{i}^4, \dots \}
 Calculando las primeras potencias de i\mathrm{i}: i1=i,i2=−1,i3=i2⋅i=−i,i4=i2⋅i2=(−1)⋅(−1)=1.
\mathrm{i}^1 = \mathrm{i}, \quad \mathrm{i}^2 = -1, \quad \mathrm{i}^3 = \mathrm{i}^2 \cdot \mathrm{i} = -\mathrm{i}, \quad \mathrm{i}^4 = \mathrm{i}^2 \cdot \mathrm{i}^2 = (-1) \cdot (-1) = 1.
 A partir de i4=1\mathrm{i}^4 = 1, las potencias se repiten cíclicamente: i5=i4⋅i=1⋅i=i\mathrm{i}^5 = \mathrm{i}^4 \cdot \mathrm{i} = 1 \cdot \mathrm{i} = \mathrm{i}, i6=i4⋅i2=1⋅(−1)=−1\mathrm{i}^6 = \mathrm{i}^4 \cdot \mathrm{i}^2 = 1 \cdot (-1) = -1, etc. También para potencias negativas: i−1=1i=1i⋅−i−i=−i−i2=−i1=−i\mathrm{i}^{-1} = \frac{1}{\mathrm{i}} = \frac{1}{\mathrm{i}} \cdot \frac{-\mathrm{i}}{-\mathrm{i}} = \frac{-\mathrm{i}}{-\mathrm{i}^2} = \frac{-\mathrm{i}}{1} = -\mathrm{i}, i−2=(i−1)2=(−i)2=i2=−1\mathrm{i}^{-2} = (\mathrm{i}^{-1})^2 = (-\mathrm{i})^2 = \mathrm{i}^2 = -1, etc. Por lo tanto, el subgrupo generado por i\mathrm{i} es el conjunto finito: ⟨i⟩={…,−1,−i,1,i,−1,…}={1,i,−1,−i}=ℍ,
\langle \mathrm{i} \rangle = \{ \dots, -1, -\mathrm{i}, 1, \mathrm{i}, -1, \dots \} = \{ 1, \mathrm{i}, -1, -\mathrm{i}\} = \mathbb{H},
 que es el grupo de las unidades cuaterniónicas ℍ={1,i,−1,−i}\mathbb{H} = \{ 1, \mathrm{i}, -1, -\mathrm{i}\} (con la multiplicación compleja).


	En el grupo multiplicativo (ℤ7*,⋅7)(\mathbb{Z}_7^*, \cdot_7): Consideremos el elemento 2∈ℤ7*2 \in \mathbb{Z}_7^*. El subgrupo generado por 22 es: ⟨2⟩={2n∣n∈ℤ}={…,2−1,20,21,22,23,…}
\langle 2 \rangle = \{ 2^n \mid n \in \mathbb{Z} \} = \{ \dots, 2^{-1}, 2^0, 2^1, 2^2, 2^3, \dots \}
 Calculando las primeras potencias positivas de 22 módulo 77: 21=2,22=4,23=8≡1(mod7).
2^1 = 2, \quad 2^2 = 4, \quad 2^3 = 8 \equiv 1 \pmod{7}.
 Como 23≡1(mod7)2^3 \equiv 1 \pmod{7}, las potencias se repiten cíclicamente módulo 77: 24=23⋅2≡1⋅2=2(mod7)2^4 = 2^3 \cdot 2 \equiv 1 \cdot 2 = 2 \pmod{7}, 25≡4(mod7)2^5 \equiv 4 \pmod{7}, 26≡1(mod7)2^6 \equiv 1 \pmod{7}, etc. También para potencias negativas: 2−12^{-1} es el inverso de 22 módulo 77, que es 44 (ya que 2⋅4=8≡1(mod7)2 \cdot 4 = 8 \equiv 1 \pmod{7}). Entonces 2−1=42^{-1} = 4, 2−2=(2−1)2=42=16≡2(mod7)2^{-2} = (2^{-1})^2 = 4^2 = 16 \equiv 2 \pmod{7}, 2−3=(2−1)3=43=64≡1(mod7)2^{-3} = (2^{-1})^3 = 4^3 = 64 \equiv 1 \pmod{7}, etc. Por lo tanto, el subgrupo generado por 22 en (ℤ7*,⋅7)(\mathbb{Z}_7^*, \cdot_7) es: ⟨2⟩={…,4,2,1,2,4,1,…}={1,2,4}={[1]7,[2]7,[4]7}⊆ℤ7*.
\langle 2 \rangle = \{ \dots, 4, 2, 1, 2, 4, 1, \dots \} = \{ 1, 2, 4\} = \{[1]_7, [2]_7, [4]_7\} \subseteq \mathbb{Z}_7^*.
 Este es el subgrupo de (ℤ7*,⋅7)(\mathbb{Z}_7^*, \cdot_7) que ya habíamos considerado en un ejemplo anterior.


	En el grupo simétrico (S4,∘)(S_4,\circ): Consideremos la permutación σ=[4,1,2,3]∈S4\sigma = [4,1,2,3] \in S_4. El subgrupo cíclico generado por σ\sigma es: ⟨σ⟩={σn∣n∈ℤ}={…,σ−1,σ0,σ1,σ2,σ3,σ4,…}
\langle \sigma \rangle = \{ \sigma^n \mid n \in \mathbb{Z} \} = \{ \dots, \sigma^{-1}, \sigma^0, \sigma^1, \sigma^2, \sigma^3, \sigma^4, \dots \}
 Ya calculamos las primeras potencias positivas de σ\sigma: σ1=[4,1,2,3]\sigma^1 = [4,1,2,3], σ2=[3,4,1,2]\sigma^2 = [3,4,1,2], σ3=[2,3,4,1]\sigma^3 = [2,3,4,1], σ4=[1,2,3,4]=i\sigma^4 = [1,2,3,4] = i. Como σ4=i\sigma^4 = i, las potencias se repiten cíclicamente. La inversa de σ=[4,1,2,3]\sigma = [4,1,2,3] es σ−1=[3,2,4,1]\sigma^{-1} = [3, 2, 4, 1]. Entonces, el subgrupo generado por σ\sigma es: ⟨[4,1,2,3]⟩={σ,σ2,σ3,σ4=i,σ−1,…}={[4,1,2,3],[3,4,1,2],[2,3,4,1],[1,2,3,4],[3,2,4,1],…}={[4,1,2,3],[3,4,1,2],[2,3,4,1],[1,2,3,4]}\begin{align*}
\langle [4,1,2,3]\rangle & = \{ \sigma, \sigma^2, \sigma^3, \sigma^4=i, \sigma^{-1}, \dots \} \\
 & =\{ [4,1,2,3], [3,4,1,2], [2,3,4,1], [1,2,3,4], [3, 2, 4, 1], \dots \} \\
 & =\{ [4,1,2,3], [3,4,1,2], [2,3,4,1], [1,2,3,4] \}
\end{align*} Este es un subgrupo de S4S_4 de orden 4.







Ejemplo 3.17 Veamos ahora ejemplos de grupos cíclicos.


	El grupo aditivo (ℤ7,+7)(\mathbb{Z}_7, +_7) es un grupo cíclico. Para demostrarlo, necesitamos encontrar un generador, es decir, un elemento c∈ℤ7c \in \mathbb{Z}_7 tal que ⟨c⟩=ℤ7\langle c \rangle = \mathbb{Z}_7. Consideremos el elemento 4∈ℤ74 \in \mathbb{Z}_7. Calculamos los múltiplos sucesivos de 44 en ℤ7\mathbb{Z}_7: 1⋅4=4(mod7)=42⋅4=4+74=8(mod7)=13⋅4=1+74=5(mod7)=54⋅4=5+74=9(mod7)=25⋅4=2+74=6(mod7)=66⋅4=6+74=10(mod7)=37⋅4=3+74=7(mod7)=0
\begin{aligned}
1 \cdot 4 &= 4 \pmod{7} = 4 \\
2 \cdot 4 &= 4 +_7 4 = 8 \pmod{7} = 1 \\
3 \cdot 4 &= 1 +_7 4 = 5 \pmod{7} = 5 \\
4 \cdot 4 &= 5 +_7 4 = 9 \pmod{7} = 2 \\
5 \cdot 4 &= 2 +_7 4 = 6 \pmod{7} = 6 \\
6 \cdot 4 &= 6 +_7 4 = 10 \pmod{7} = 3 \\
7 \cdot 4 &= 3 +_7 4 = 7 \pmod{7} = 0
\end{aligned}
 Hemos generado todos los elementos de ℤ7={0,1,2,3,4,5,6}\mathbb{Z}_7 = \{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6\} como múltiplos de 44. Por lo tanto, ⟨4⟩=ℤ7\langle 4 \rangle = \mathbb{Z}_7, y (ℤ7,+7)(\mathbb{Z}_7, +_7) es un grupo cíclico generado por 44. En general, se puede demostrar que todos los grupos (ℤn,+n)(\mathbb{Z}_n, +_n) son cíclicos, y están generados por el elemento 1∈ℤn1 \in \mathbb{Z}_n (o cualquier elemento [x]n[x]_n tal que mcd(x,n)=1\operatorname{mcd}(x,n)=1).


	El grupo aditivo de los enteros (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) es un grupo cíclico. En este caso, el elemento 1∈ℤ1 \in \mathbb{Z} es un generador de ℤ\mathbb{Z}, ya que cualquier entero n∈ℤn \in \mathbb{Z} se puede escribir como un múltiplo de 11: n=n⋅1n = n \cdot 1. Por lo tanto, ⟨1⟩={n⋅1∣n∈ℤ}={…,−2,−1,0,1,2,…}=ℤ\langle 1 \rangle = \{ n \cdot 1 \mid n \in \mathbb{Z} \} = \{ \dots, -2, -1, 0, 1, 2, \dots \} = \mathbb{Z}. También, el elemento −1-1 es un generador de ℤ\mathbb{Z}, ya que n=(−n)⋅(−1)n = (-n) \cdot (-1). Por lo tanto, ⟨−1⟩=ℤ\langle -1 \rangle = \mathbb{Z}.







Teorema 3.11 Sea (G,*)(G, \ast) un grupo y x∈Gx \in G un elemento de orden finito n=ord(x)n = \operatorname{ord}(x). Entonces, el orden del subgrupo cíclico ⟨x⟩\langle x \rangle generado por xx es también nn. Es decir, |⟨x⟩|=ord(x)=n|\langle x \rangle| = \operatorname{ord}(x) = n. En particular, el subgrupo cíclico generado por un elemento de orden finito es siempre finito.




Prueba. Sea n=ord(x)n = \operatorname{ord}(x) el orden de xx. Consideremos el conjunto de las primeras nn potencias de xx: C={e,x,x2,…,xn−1}C = \{e, x, x^2, \dots, x^{n-1}\}. Vamos a demostrar que ⟨x⟩=C\langle x \rangle = C y que los elementos en CC son todos distintos.


	⟨x⟩=C\langle x \rangle = C: Claramente, C⊆⟨x⟩C \subseteq \langle x \rangle por definición de ⟨x⟩\langle x \rangle. Debemos demostrar que ⟨x⟩⊆C\langle x \rangle \subseteq C, es decir, que cualquier potencia xkx^k con k∈ℤk \in \mathbb{Z} está en CC. Por el algoritmo de la división euclídea, para cualquier entero k∈ℤk \in \mathbb{Z}, existen enteros únicos q,rq, r tales que k=nq+rk = nq + r, con 0≤r<n0 \leq r < n. Entonces, xk=xnq+r=xnq*xr=(xn)q*xrx^k = x^{nq+r} = x^{nq} \ast x^r = (x^n)^q \ast x^r. Como xn=ex^n = e (por definición de orden nn), tenemos xk=eq*xr=e*xr=xrx^k = e^q \ast x^r = e \ast x^r = x^r. Como 0≤r<n0 \leq r < n, xr∈Cx^r \in C. Por lo tanto, cualquier potencia xkx^k es igual a una potencia xrx^r con 0≤r<n0 \leq r < n, lo que implica que ⟨x⟩⊆C\langle x \rangle \subseteq C. De esto se deduce que ⟨x⟩=C={e,x,x2,…,xn−1}\langle x \rangle = C = \{e, x, x^2, \dots, x^{n-1}\}.


	Elementos de CC son distintos: Debemos demostrar que los elementos e,x,x2,…,xn−1e, x, x^2, \dots, x^{n-1} son todos distintos. Supongamos, por contradicción, que existen índices 0≤i<j≤n−10 \leq i < j \leq n-1 tales que xi=xjx^i = x^j. Multiplicando por (xi)−1=x−i(x^i)^{-1} = x^{-i} a la izquierda, obtenemos e=x−i*xj=xj−ie = x^{-i} \ast x^j = x^{j-i}. Como 0≤i<j≤n−10 \leq i < j \leq n-1, tenemos 1≤j−i≤n−11 \leq j-i \leq n-1. Sea m=j−im = j-i. Entonces 1≤m<n1 \leq m < n y xm=ex^m = e. Esto significa que existe un entero positivo m<nm < n tal que xm=ex^m = e, lo que contradice la hipótesis de que nn es el menor entero positivo con esta propiedad (es decir, n=ord(x)n = \operatorname{ord}(x)). Por lo tanto, los elementos e,x,x2,…,xn−1e, x, x^2, \dots, x^{n-1} deben ser todos distintos.




Como C={e,x,x2,…,xn−1}C = \{e, x, x^2, \dots, x^{n-1}\} tiene exactamente nn elementos distintos, el orden de ⟨x⟩\langle x \rangle es |⟨x⟩|=|C|=n=ord(x)|\langle x \rangle| = |C| = n = \operatorname{ord}(x).



Una propiedad interesante de los grupos cíclicos es que resultan ser conmutativos. Es un resultado que algunos podrían considerar sorprendente en cuanto relaciona dos ideas separadas entre sí: la ciclicidad de un grupo con su conmutatividad. Sin embargo, la demostración del siguiente resultado proporciona una forma natural de enlazar ambas ideas.


Teorema 3.12 Todo grupo cíclico es abeliano.




Prueba. Sea GG un grupo cíclico generado por un elemento c∈Gc \in G, es decir, G=⟨c⟩={cn∣n∈ℤ}G = \langle c \rangle = \{c^n \mid n \in \mathbb{Z} \}. Para demostrar que GG es abeliano, debemos verificar que para cualesquiera dos elementos x,y∈Gx, y \in G, se cumple que x*y=y*xx \ast y = y \ast x. Como G=⟨c⟩G = \langle c \rangle, existen enteros m,k∈ℤm, k \in \mathbb{Z} tales que x=cmx = c^m e y=cky = c^k. Entonces, x*y=cm*ck=cm+k.
x \ast y = c^m \ast c^k = c^{m+k}.
 Por otro lado, y*x=ck*cm=ck+m.
y \ast x = c^k \ast c^m = c^{k+m}.
 Como la suma de enteros es conmutativa, m+k=k+mm+k = k+m, por lo que cm+k=ck+mc^{m+k} = c^{k+m}. Por lo tanto, x*y=cm+k=ck+m=y*xx \ast y = c^{m+k} = c^{k+m} = y \ast x. Esto demuestra que la operación *\ast es conmutativa en GG, y por lo tanto, GG es un grupo abeliano.




Ejemplo 3.18 Es importante notar que la recíproca no es cierta: no todo grupo abeliano es cíclico. Un ejemplo importante de grupo abeliano que no es cíclico es el grupo de Klein o grupo dihedral D2D_2, que es isomorfo al grupo producto directo (ℤ2×ℤ2,⊕)(\mathbb{Z}_2 \times \mathbb{Z}_2, \oplus). Los elementos de ℤ2×ℤ2\mathbb{Z}_2 \times \mathbb{Z}_2 son pares ordenados (a,b)(a, b) con a,b∈ℤ2={0,1}a, b \in \mathbb{Z}_2 = \{0, 1\}, y la operación es la suma componente a componente módulo 2: (a,b)⊕(c,d)=(a+2c,b+2d).
(a, b) \oplus (c, d) = (a+_2 c, b+_2 d).
 Los elementos de ℤ2×ℤ2\mathbb{Z}_2 \times \mathbb{Z}_2 son {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}\{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)\}. El elemento neutro es (0,0)(0, 0). Cada elemento es su propio inverso, por ejemplo, (1,1)⊕(1,1)=(1+21,1+21)=(0,0)(1, 1) \oplus (1, 1) = (1+_2 1, 1+_2 1) = (0, 0). Es un grupo abeliano, ya que la suma módulo 2 es conmutativa. Sin embargo, ℤ2×ℤ2\mathbb{Z}_2 \times \mathbb{Z}_2 no es cíclico. Para verificar esto, calculamos el orden de cada elemento no neutro: 2⋅(0,1)=(0,1)⊕(0,1)=(0,0)2⋅(1,0)=(1,0)⊕(1,0)=(0,0)2⋅(1,1)=(1,1)⊕(1,1)=(0,0)\begin{align*}
2 \cdot (0, 1) &= (0, 1) \oplus (0, 1) = (0, 0) \\
2 \cdot (1, 0) &= (1, 0) \oplus (1, 0) = (0, 0) \\
2 \cdot (1, 1) &= (1, 1) \oplus (1, 1) = (0, 0)
\end{align*} Todos los elementos no neutros tienen orden 2. Si ℤ2×ℤ2\mathbb{Z}_2 \times \mathbb{Z}_2 fuera cíclico, debería existir un elemento de orden 4 (igual al orden del grupo). Como no existe ningún elemento de orden 4, ℤ2×ℤ2\mathbb{Z}_2 \times \mathbb{Z}_2 no es cíclico. En general, un grupo cíclico de orden nn siempre contiene elementos de orden dd para cada divisor dd de nn. En ℤ2×ℤ2\mathbb{Z}_2 \times \mathbb{Z}_2, el orden es 4, pero no hay elementos de orden 4.



Una pregunta que cabe hacerse es si el ser cíclico es una propiedad que se hereda en los subgrupos.


Teorema 3.13 Sea (G,*)(G, \ast) un grupo cíclico y H≤GH\leq G. Entonces, (H,*)(H, \ast) es también cíclico.




Prueba. Sea GG un grupo cíclico. Por definición, existe un elemento a∈Ga \in G tal que G=⟨a⟩={ak∣k∈ℤ}G = \langle a \rangle = \{ a^k \mid k \in \mathbb{Z} \}. Sea HH un subgrupo de GG. Debemos demostrar que HH es también un grupo cíclico.

Consideremos dos casos posibles para el subgrupo HH:

Caso 1: H={e}H = \{e\}, donde ee es el elemento neutro de GG.

En este caso, HH es el subgrupo trivial que contiene únicamente el elemento neutro. El subgrupo trivial {e}\{e\} es siempre cíclico, ya que puede ser generado por el propio elemento neutro: H={e}=⟨e⟩H = \{e\} = \langle e \rangle. Por lo tanto, si HH es el subgrupo trivial, entonces HH es cíclico.

Caso 2: HH es un subgrupo no trivial de GG, es decir, H≠{e}H \neq \{e\} y H⊆GH \subseteq G.

Como HH es un subgrupo no trivial, contiene al menos un elemento diferente del elemento neutro. Sea x∈Hx \in H con x≠ex \neq e. Como H⊆G=⟨a⟩H \subseteq G = \langle a \rangle, todo elemento de HH es de la forma aka^k para algún entero k∈ℤk \in \mathbb{Z}. Si x∈Hx \in H y x≠ex \neq e, entonces x=anx = a^n para algún entero n≠0n \neq 0. Si n<0n < 0, entonces x−1=(an)−1=a−n∈Hx^{-1} = (a^n)^{-1} = a^{-n} \in H (ya que HH es un subgrupo, es cerrado bajo inversos). Si n<0n < 0, entonces −n>0-n > 0. Por lo tanto, en cualquier caso, si HH contiene un elemento de la forma ana^n con n≠0n \neq 0, entonces HH contiene una potencia de aa con exponente positivo.

Sea S={m∈ℤ+∣am∈H}S = \{ m \in \mathbb{Z}^+ \mid a^m \in H \} el conjunto de todos los exponentes positivos mm tales que ama^m pertenece a HH. Como hemos argumentado que si HH es no trivial, existe al menos un entero n≠0n \neq 0 tal que an∈Ha^n \in H, y entonces |n|∈S|n| \in S, el conjunto SS es no vacío. Como SS es un subconjunto no vacío de los enteros positivos, por el principio del buen orden, SS tiene un elemento mínimo. Sea m0m_0 el mínimo elemento de SS. Entonces m0m_0 es el entero positivo más pequeño tal que am0∈Ha^{m_0} \in H.

Vamos a demostrar que HH es el grupo cíclico generado por am0a^{m_0}, es decir, H=⟨am0⟩H = \langle a^{m_0} \rangle.


	Demostración de que ⟨am0⟩⊆H\langle a^{m_0} \rangle \subseteq H: Como am0∈Ha^{m_0} \in H y HH es un subgrupo, HH debe ser cerrado bajo productos y potencias. Por lo tanto, cualquier potencia de am0a^{m_0} también debe estar en HH. Es decir, para cualquier entero k∈ℤk \in \mathbb{Z}, (am0)k=am0k∈H(a^{m_0})^k = a^{m_0 k} \in H. Así, ⟨am0⟩={(am0)k∣k∈ℤ}={am0k∣k∈ℤ}⊆H\langle a^{m_0} \rangle = \{ (a^{m_0})^k \mid k \in \mathbb{Z} \} = \{ a^{m_0 k} \mid k \in \mathbb{Z} \} \subseteq H.


	Demostración de que H⊆⟨am0⟩H \subseteq \langle a^{m_0} \rangle: Sea x∈Hx \in H un elemento arbitrario de HH. Como H⊆G=⟨a⟩H \subseteq G = \langle a \rangle, xx debe ser de la forma x=anx = a^n para algún entero n∈ℤn \in \mathbb{Z}. Debemos demostrar que x=an∈⟨am0⟩x = a^n \in \langle a^{m_0} \rangle, es decir, que nn es un múltiplo de m0m_0, o n=m0kn = m_0 k para algún entero kk.




Usamos el algoritmo de la división de Euclides para dividir nn por m0m_0. Existen enteros kk y rr tales que n=m0k+rn = m_0 k + r, donde 0≤r<m00 \le r < m_0. Entonces, podemos escribir an=am0k+r=am0k⋅ar=(am0)k⋅ara^n = a^{m_0 k + r} = a^{m_0 k} \cdot a^r = (a^{m_0})^k \cdot a^r. Como x=an∈Hx = a^n \in H y (am0)k=am0k∈⟨am0⟩⊆H(a^{m_0})^k = a^{m_0 k} \in \langle a^{m_0} \rangle \subseteq H, ambos ana^n y (am0)k(a^{m_0})^k están en HH. Como HH es un subgrupo, es cerrado bajo productos y también bajo inversos. Por lo tanto, ((am0)k)−1=(am0)−k=a−m0k∈H( (a^{m_0})^k )^{-1} = (a^{m_0})^{-k} = a^{-m_0 k} \in H. Y como an∈Ha^n \in H y a−m0k∈Ha^{-m_0 k} \in H, su producto también debe estar en HH: x⋅(am0k)−1=an⋅a−m0k=an−m0k=a(m0k+r)−m0k=ar∈H.
x \cdot (a^{m_0 k})^{-1} = a^n \cdot a^{-m_0 k} = a^{n - m_0 k} = a^{(m_0 k + r) - m_0 k} = a^r \in H.
 Así, ar∈Ha^r \in H. Recordemos que en la división n=m0k+rn = m_0 k + r, el resto rr satisface 0≤r<m00 \le r < m_0. Tenemos dos posibilidades para el valor de rr:


	Si r>0r > 0, entonces rr es un entero positivo tal que ar∈Ha^r \in H. Esto significaría que r∈Sr \in S. Pero r<m0r < m_0, y m0m_0 es el mínimo elemento de SS. Esto contradice que m0m_0 sea el mínimo positivo exponente tal que am0∈Ha^{m_0} \in H, si r>0r > 0.


	Por lo tanto, la única posibilidad que queda es que r=0r = 0. En este caso, n=m0k+0=m0kn = m_0 k + 0 = m_0 k. Entonces n=m0kn = m_0 k es un múltiplo de m0m_0. Y x=an=am0k=(am0)k∈⟨am0⟩x = a^n = a^{m_0 k} = (a^{m_0})^k \in \langle a^{m_0} \rangle.




Por lo tanto, cualquier elemento x=an∈Hx = a^n \in H es de la forma x=(am0)kx = (a^{m_0})^k para algún entero kk, lo que significa que H⊆⟨am0⟩H \subseteq \langle a^{m_0} \rangle.

De las dos inclusiones ⟨am0⟩⊆H\langle a^{m_0} \rangle \subseteq H y H⊆⟨am0⟩H \subseteq \langle a^{m_0} \rangle, concluimos que H=⟨am0⟩H = \langle a^{m_0} \rangle. Por lo tanto, HH es un grupo cíclico generado por am0a^{m_0}.





3.1.5 Aplicaciones que preservan la estructura

En esta sección, estudiaremos un tipo especial de aplicaciones entre grupos, aquellas que preservan la estructura interna del grupo.


Definición 3.8 Dados dos grupos (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot), una función ψ:G→H\psi \colon G \to H se dice homomorfismo de grupos (o simplemente homomorfismo) si preserva la operación del grupo. Formalmente, esto significa que para todo par de elementos x,y∈Gx, y \in G, se verifica la siguiente propiedad fundamental: ψ(x*y)=ψ(x)⋅ψ(y).
\psi(x \ast y) = \psi (x) \cdot \psi (y).




La condición de homomorfismo ψ(x*y)=ψ(x)⋅ψ(y)\psi(x \ast y) = \psi (x) \cdot \psi (y) es la esencia de la definición. Un homomorfismo es una función entre dos grupos que “respeta” o “preserva” la estructura algebraica definida por las operaciones de grupo. Imagina que la operación *\ast en GG es una forma de “combinar” elementos de GG, y la operación ⋅\cdot en HH es una forma de “combinar” elementos de HH. Un homomorfismo ψ\psi es una función que transforma la “combinación” de xx e yy en GG (es decir, x*yx \ast y) en la “combinación” de sus imágenes ψ(x)\psi(x) y ψ(y)\psi(y) en HH (es decir, ψ(x)⋅ψ(y)\psi(x) \cdot \psi(y)). En términos más informales, aplicar el homomorfismo después de operar en GG es lo mismo que operar en HH después de aplicar el homomorfismo a cada elemento individualmente.

Propiedades de los Homomorfismos

Los homomorfismos de grupos no son funciones arbitrarias; su propiedad de preservar la operación de grupo implica que también deben preservar otras propiedades importantes de la estructura de grupo. El siguiente teorema resume algunas de estas propiedades fundamentales.


Teorema 3.14 Sea ψ:G→H\psi \colon G \to H un homomorfismo de grupos entre (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot). Entonces, ψ\psi satisface las siguientes propiedades:


	Conservación del elemento neutro: La imagen del elemento neutro eGe_G de GG bajo ψ\psi es el elemento neutro eHe_H de HH. Es decir, ψ(eG)=eH.
\psi\big(e_G\big) = e_H.


	Conservación del elemento inverso: Para todo elemento a∈Ga \in G, la imagen del inverso a−1a^{-1} de aa en GG bajo ψ\psi es el inverso de la imagen ψ(a)\psi(a) en HH. Es decir, ψ(a−1)=(ψ(a))−1,∀a∈G.
\psi(a^{-1}) = \big(\psi(a)\big)^{-1}, \qquad \forall a \in G.


	Imagen de subgrupos: Si KK es un subgrupo de GG, entonces la imagen de KK bajo ψ\psi, denotada por ψ(K)={ψ(k)∣k∈K}\psi(K) = \{\psi(k) \mid k \in K\}, es un subgrupo de HH.

	Preimagen de subgrupos: Si LL es un subgrupo de HH, entonces la preimagen de LL bajo ψ\psi, denotada por ψ−1(L)={g∈G∣ψ(g)∈L}\psi^{-1}(L) = \{g \in G \mid \psi(g) \in L\}, es un subgrupo de GG.






Prueba. 


	Conservación del elemento neutro: Sea eGe_G el elemento neutro de GG y eHe_H el elemento neutro de HH. Queremos demostrar que ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H. Consideremos la imagen de eG*eG=eGe_G \ast e_G = e_G bajo ψ\psi. Por la propiedad de homomorfismo, ψ(eG)=ψ(eG*eG)=ψ(eG)⋅ψ(eG)=ψ(eG)2.
 \psi(e_G) = \psi(e_G \ast e_G) = \psi(e_G) \cdot \psi(e_G) = \psi(e_G)^2.
  Multiplicando ambos lados por el inverso de ψ(eG)\psi(e_G) en HH (que existe en HH), obtenemos ψ(eG)−1⋅ψ(eG)=ψ(eG)−1⋅ψ(eG)⋅ψ(eG)\psi(e_G)^{-1} \cdot \psi(e_G) = \psi(e_G)^{-1} \cdot \psi(e_G) \cdot \psi(e_G), lo que simplifica a eH=eH⋅ψ(eG)=ψ(eG)e_H = e_H \cdot \psi(e_G) = \psi(e_G). Por lo tanto, ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H.


	Conservación del elemento inverso: Sea a∈Ga \in G. Queremos demostrar que ψ(a−1)=(ψ(a))−1\psi(a^{-1}) = \big(\psi(a)\big)^{-1}. Consideremos el producto a*a−1=eGa \ast a^{-1} = e_G. Aplicando ψ\psi a ambos lados y usando la propiedad de homomorfismo y la conservación del neutro, obtenemos: ψ(eG)=ψ(a*a−1)=ψ(a)⋅ψ(a−1).
\psi(e_G) = \psi(a \ast a^{-1}) = \psi(a) \cdot \psi(a^{-1}).
 Como ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H, tenemos eH=ψ(a)⋅ψ(a−1)e_H = \psi(a) \cdot \psi(a^{-1}). Similarmente, considerando a−1*a=eGa^{-1} \ast a = e_G, obtenemos eH=ψ(a−1)⋅ψ(a)e_H = \psi(a^{-1}) \cdot \psi(a). Por lo tanto, ψ(a−1)\psi(a^{-1}) satisface la definición de inverso de ψ(a)\psi(a) en HH, es decir, ψ(a−1)=(ψ(a))−1\psi(a^{-1}) = \big(\psi(a)\big)^{-1}.


	Imagen de subgrupos: Sea KK un subgrupo de GG. Queremos demostrar que ψ(K)\psi(K) es un subgrupo de HH. Debemos verificar las propiedades de subgrupo para ψ(K)\psi(K).





	Cerradura bajo la operación: Sean h1,h2∈ψ(K)h_1, h_2 \in \psi(K). Entonces, existen k1,k2∈Kk_1, k_2 \in K tales que ψ(k1)=h1\psi(k_1) = h_1 y ψ(k2)=h2\psi(k_2) = h_2. Consideramos el producto h1⋅h2=ψ(k1)⋅ψ(k2)h_1 \cdot h_2 = \psi(k_1) \cdot \psi(k_2). Por la propiedad de homomorfismo, ψ(k1)⋅ψ(k2)=ψ(k1*k2)\psi(k_1) \cdot \psi(k_2) = \psi(k_1 \ast k_2). Como KK es un subgrupo de GG y k1,k2∈Kk_1, k_2 \in K, tenemos k1*k2∈Kk_1 \ast k_2 \in K. Por lo tanto, ψ(k1*k2)∈ψ(K)\psi(k_1 \ast k_2) \in \psi(K), lo que implica que h1⋅h2∈ψ(K)h_1 \cdot h_2 \in \psi(K). Así, ψ(K)\psi(K) es cerrado bajo la operación de HH.

	Contiene el elemento neutro: Como KK es un subgrupo de GG, contiene el elemento neutro eG∈Ke_G \in K. Por la propiedad de conservación del neutro, ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H. Como eG∈Ke_G \in K, ψ(eG)=eH∈ψ(K)\psi(e_G) = e_H \in \psi(K). Por lo tanto, ψ(K)\psi(K) contiene el elemento neutro eHe_H de HH.

	Cerradura bajo inversos: Sea h∈ψ(K)h \in \psi(K). Entonces, existe k∈Kk \in K tal que ψ(k)=h\psi(k) = h. Como KK es un subgrupo de GG, k−1∈Kk^{-1} \in K. Consideramos el inverso de hh en HH, que es h−1=(ψ(k))−1h^{-1} = \big(\psi(k)\big)^{-1}. Por la propiedad de conservación de inversos, (ψ(k))−1=ψ(k−1)\big(\psi(k)\big)^{-1} = \psi(k^{-1}). Como k−1∈Kk^{-1} \in K, ψ(k−1)∈ψ(K)\psi(k^{-1}) \in \psi(K). Por lo tanto, h−1∈ψ(K)h^{-1} \in \psi(K), y ψ(K)\psi(K) es cerrado bajo inversos.



En resumen, ψ(K)\psi(K) es un subgrupo de HH.


	Preimagen de subgrupos: Sea LL un subgrupo de HH. Queremos demostrar que ψ−1(L)\psi^{-1}(L) es un subgrupo de GG. Nuevamente, verificamos las propiedades de subgrupo.




	Cerradura bajo la operación: Sean g1,g2∈ψ−1(L)g_1, g_2 \in \psi^{-1}(L). Entonces, ψ(g1)∈L\psi(g_1) \in L y ψ(g2)∈L\psi(g_2) \in L. Consideramos el producto g1*g2g_1 \ast g_2. Aplicamos ψ\psi: ψ(g1*g2)=ψ(g1)⋅ψ(g2)\psi(g_1 \ast g_2) = \psi(g_1) \cdot \psi(g_2). Como ψ(g1)∈L\psi(g_1) \in L y ψ(g2)∈L\psi(g_2) \in L, y LL es un subgrupo de HH, el producto ψ(g1)⋅ψ(g2)∈L\psi(g_1) \cdot \psi(g_2) \in L. Por lo tanto, ψ(g1*g2)∈L\psi(g_1 \ast g_2) \in L, lo que significa que g1*g2∈ψ−1(L)g_1 \ast g_2 \in \psi^{-1}(L). Así, ψ−1(L)\psi^{-1}(L) es cerrado bajo la operación de GG.

	Contiene el elemento neutro: Como LL es un subgrupo de HH, contiene el elemento neutro eH∈Le_H \in L. Sabemos que ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H, por lo que ψ(eG)=eH∈L\psi(e_G) = e_H \in L. Esto implica que eG∈ψ−1(L)e_G \in \psi^{-1}(L). Por lo tanto, ψ−1(L)\psi^{-1}(L) contiene el elemento neutro eGe_G de GG.

	Cerradura bajo inversos: Sea g∈ψ−1(L)g \in \psi^{-1}(L). Entonces, ψ(g)∈L\psi(g) \in L. Como LL es un subgrupo de HH, (ψ(g))−1∈L(\psi(g))^{-1} \in L. Por la propiedad de conservación de inversos, (ψ(g))−1=ψ(g−1)(\psi(g))^{-1} = \psi(g^{-1}). Por lo tanto, ψ(g−1)∈L\psi(g^{-1}) \in L, lo que significa que g−1∈ψ−1(L)g^{-1} \in \psi^{-1}(L). Así, ψ−1(L)\psi^{-1}(L) es cerrado bajo inversos.



En resumen, ψ−1(L)\psi^{-1}(L) es un subgrupo de GG.



Estas propiedades demuestran que los homomorfismos preservan aspectos esenciales de la estructura de grupo, mapeando elementos neutros a elementos neutros, inversos a inversos, subgrupos a subgrupos, y preimágenes de subgrupos también son subgrupos.


3.1.5.1 Subespacios destacados por el morfismo

Hemos visto que los homomorfismos preservan subgrupos a través de imágenes y preimágenes. Ahora, vamos a destacar dos subgrupos muy importantes asociados a cada homomorfismo: el núcleo y la imagen. Estos subgrupos nos darán información crucial sobre la estructura del homomorfismo y su relación con los grupos involucrados.


Definición 3.9 Sea ψ:G→H\psi \colon G \to H un homomorfismo de grupos entre (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot).


	El núcleo de ψ\psi, denotado por ker(ψ)\ker(\psi), se define como la preimagen del elemento neutro eHe_H de HH bajo ψ\psi. Formalmente: ker(ψ)=ψ−1({eH})={g∈G∣ψ(g)=eH}.
\ker(\psi) = \psi^{-1}(\{e_H\}) = \{g \in G \mid \psi(g) = e_H \}.



	La imagen de ψ\psi, denotada por Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi), se define como la imagen del grupo GG bajo ψ\psi. Formalmente: Im(ψ)=ψ(G)={h∈H∣∃g∈G tal que ψ(g)=h}={ψ(g)∣g∈G}.
\operatorname{Im}(\psi) = \psi(G) = \{h \in H \mid \exists g \in G \text{ tal que } \psi(g) = h \} = \{ \psi(g) \mid g \in G \}.







En palabras sencillas, el núcleo de ψ\psi consiste en todos los elementos de GG que son mapeados por ψ\psi al elemento neutro de HH. La imagen de ψ\psi es el conjunto de todos los elementos de HH que son “alcanzados” por ψ\psi desde algún elemento de GG.


Teorema 3.15 Sea ψ:G→H\psi \colon G \to H un homomorfismo de grupos entre (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot). Entonces:


	El núcleo ker(ψ)\ker(\psi) es un subgrupo normal de GG.

	La imagen Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi) es un subgrupo de HH.






Prueba. 


	El núcleo ker(ψ)\ker(\psi) es un subgrupo normal de GG:



Ya sabemos por el Teorema 3.14 que la preimagen de un subgrupo bajo un homomorfismo es un subgrupo. Como {eH}\{e_H\} es un subgrupo de HH, su preimagen ψ−1({eH})=ker(ψ)\psi^{-1}(\{e_H\}) = \ker(\psi) es un subgrupo de GG.

Ahora debemos demostrar que ker(ψ)\ker(\psi) es un subgrupo normal de GG. Para ello, debemos verificar que para todo g∈Gg \in G y todo k∈ker(ψ)k \in \ker(\psi), se cumple que g*k*g−1∈ker(ψ)g \ast k \ast g^{-1} \in \ker(\psi).

Sea g∈Gg \in G y k∈ker(ψ)k \in \ker(\psi). Por definición de núcleo, ψ(k)=eH\psi(k) = e_H. Consideremos ψ(g*k*g−1)\psi(g \ast k \ast g^{-1}) y usemos la propiedad de homomorfismo: ψ(g*k*g−1)=ψ(g)⋅ψ(k*g−1)=ψ(g)⋅ψ(k)⋅ψ(g−1).
\psi(g \ast k \ast g^{-1}) = \psi(g) \cdot \psi(k \ast g^{-1}) = \psi(g) \cdot \psi(k) \cdot \psi(g^{-1}).
 Como ψ(k)=eH\psi(k) = e_H y ψ(g−1)=(ψ(g))−1\psi(g^{-1}) = (\psi(g))^{-1} (por la conservación de inversos), tenemos: ψ(g*k*g−1)=ψ(g)⋅eH⋅(ψ(g))−1=ψ(g)⋅(ψ(g))−1=eH.
\psi(g \ast k \ast g^{-1}) = \psi(g) \cdot e_H \cdot (\psi(g))^{-1} = \psi(g) \cdot (\psi(g))^{-1} = e_H.
 Como ψ(g*k*g−1)=eH\psi(g \ast k \ast g^{-1}) = e_H, por definición de núcleo, g*k*g−1∈ker(ψ)g \ast k \ast g^{-1} \in \ker(\psi). Por lo tanto, ker(ψ)\ker(\psi) es un subgrupo normal de GG.


	La imagen Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi) es un subgrupo de HH:



También sabemos por el Teorema 3.14 que la imagen de un subgrupo bajo un homomorfismo es un subgrupo. Como GG es un subgrupo de sí mismo, su imagen ψ(G)=Im(ψ)\psi(G) = \operatorname{Im}(\psi) es un subgrupo de HH.

Alternativamente, podemos verificar directamente las propiedades de subgrupo para Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi).


	Cerradura bajo la operación: Sean h1,h2∈Im(ψ)h_1, h_2 \in \operatorname{Im}(\psi). Entonces, existen g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G tales que ψ(g1)=h1\psi(g_1) = h_1 y ψ(g2)=h2\psi(g_2) = h_2. Consideramos el producto h1⋅h2=ψ(g1)⋅ψ(g2)h_1 \cdot h_2 = \psi(g_1) \cdot \psi(g_2). Por la propiedad de homomorfismo, ψ(g1)⋅ψ(g2)=ψ(g1*g2)\psi(g_1) \cdot \psi(g_2) = \psi(g_1 \ast g_2). Como g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G y GG es un grupo, g1*g2∈Gg_1 \ast g_2 \in G. Por lo tanto, ψ(g1*g2)∈Im(ψ)\psi(g_1 \ast g_2) \in \operatorname{Im}(\psi), lo que implica que h1⋅h2∈Im(ψ)h_1 \cdot h_2 \in \operatorname{Im}(\psi). Así, Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi) es cerrado bajo la operación de HH.

	Contiene el elemento neutro: Como ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H y eG∈Ge_G \in G, tenemos eH=ψ(eG)∈Im(ψ)e_H = \psi(e_G) \in \operatorname{Im}(\psi). Por lo tanto, Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi) contiene el elemento neutro eHe_H de HH.

	Cerradura bajo inversos: Sea h∈Im(ψ)h \in \operatorname{Im}(\psi). Entonces, existe g∈Gg \in G tal que ψ(g)=h\psi(g) = h. Consideramos el inverso de hh en HH, que es h−1=(ψ(g))−1h^{-1} = (\psi(g))^{-1}. Por la propiedad de conservación de inversos, (ψ(g))−1=ψ(g−1)(\psi(g))^{-1} = \psi(g^{-1}). Como g−1∈Gg^{-1} \in G, ψ(g−1)∈Im(ψ)\psi(g^{-1}) \in \operatorname{Im}(\psi). Por lo tanto, h−1∈Im(ψ)h^{-1} \in \operatorname{Im}(\psi), y Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi) es cerrado bajo inversos.



En resumen, Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi) es un subgrupo de HH.



El hecho de que el núcleo de un homomorfismo sea un subgrupo normal no es solo una propiedad técnica, sino que es fundamental. Los subgrupos normales están íntimamente relacionados con los homomorfismos, como veremos en los teoremas de isomorfía.



Ejemplo 3.19  


	Homomorfismo trivial: Consideremos el homomorfismo trivial ψ:G→H\psi \colon G \to H definido por ψ(g)=eH\psi(g) = e_H para todo g∈Gg \in G.




	Núcleo: ker(ψ)={g∈G∣ψ(g)=eH}={g∈G∣eH=eH}=G\ker(\psi) = \{g \in G \mid \psi(g) = e_H \} = \{g \in G \mid e_H = e_H \} = G. En este caso, el núcleo es todo el grupo GG.

	Imagen: Im(ψ)={ψ(g)∣g∈G}={eH∣g∈G}={eH}\operatorname{Im}(\psi) = \{\psi(g) \mid g \in G \} = \{e_H \mid g \in G \} = \{e_H\}. En este caso, la imagen es el subgrupo trivial {eH}\{e_H\}.




	Homomorfismo identidad: Consideremos el homomorfismo identidad idG:G→G\operatorname{id}_G \colon G \to G definido por idG(g)=g\operatorname{id}_G(g) = g para todo g∈Gg \in G.




	Núcleo: ker(idG)={g∈G∣idG(g)=eG}={g∈G∣g=eG}={eG}\ker(\operatorname{id}_G) = \{g \in G \mid \operatorname{id}_G(g) = e_G \} = \{g \in G \mid g = e_G \} = \{e_G\}. En este caso, el núcleo es el subgrupo trivial {eG}\{e_G\}.

	Imagen: Im(idG)={idG(g)∣g∈G}={g∣g∈G}=G\operatorname{Im}(\operatorname{id}_G) = \{\operatorname{id}_G(g) \mid g \in G \} = \{g \mid g \in G \} = G. En este caso, la imagen es todo el grupo GG.




	Homomorfismo determinante: Consideremos el grupo general lineal GLn(ℝ)\operatorname{GL}_n(\mathbb{R}) (matrices invertibles de n×nn \times n con determinante no nulo) con la multiplicación de matrices, y el grupo multiplicativo de los reales no nulos (ℝ*,⋅)(\mathbb{R}^*, \cdot). El determinante es una función det:GLn(ℝ)→(ℝ*,⋅)\det \colon \operatorname{GL}_n(\mathbb{R}) \to (\mathbb{R}^*, \cdot). Sabemos del álgebra lineal que det(AB)=det(A)det(B)\det(AB) = \det(A) \det(B) para matrices A,B∈GLn(ℝ)A, B \in \operatorname{GL}_n(\mathbb{R}). Por lo tanto, el determinante es un homomorfismo de grupos.




	Núcleo: El núcleo del homomorfismo determinante es el conjunto de matrices en GLn(ℝ)\operatorname{GL}_n(\mathbb{R}) cuyo determinante es el elemento neutro de (ℝ*,⋅)(\mathbb{R}^*, \cdot), que es 11. Es decir, ker(det)={A∈GLn(ℝ)∣det(A)=1}\ker(\det) = \{A \in \operatorname{GL}_n(\mathbb{R}) \mid \det(A) = 1 \}. Este subgrupo se conoce como el grupo especial lineal SLn(ℝ)\operatorname{SL}_n(\mathbb{R}). Como hemos demostrado, SLn(ℝ)\operatorname{SL}_n(\mathbb{R}) es un subgrupo normal de GLn(ℝ)\operatorname{GL}_n(\mathbb{R}).

	Imagen: La imagen del homomorfismo determinante es Im(det)={det(A)∣A∈GLn(ℝ)}\operatorname{Im}(\det) = \{\det(A) \mid A \in \operatorname{GL}_n(\mathbb{R}) \}. Como para todo r∈ℝ*r \in \mathbb{R}^*, podemos encontrar una matriz A∈GLn(ℝ)A \in \operatorname{GL}_n(\mathbb{R}) con det(A)=r\det(A) = r (por ejemplo, una matriz diagonal con rr en la primera entrada diagonal y 11 en las demás), la imagen del determinante es todo ℝ*\mathbb{R}^*. Es decir, Im(det)=ℝ*\operatorname{Im}(\det) = \mathbb{R}^*.





Estos ejemplos ilustran cómo calcular el núcleo y la imagen de homomorfismos en diferentes contextos y cómo estos subgrupos reflejan propiedades importantes del homomorfismo y de los grupos involucrados.

Relaciones importantes de los subgrupos núcleo e imagen

El núcleo y la imagen de un homomorfismo no solo son subgrupos importantes, sino que también nos proporcionan una manera de caracterizar si un homomorfismo es inyectivo o sobreyectivo. Estas caracterizaciones son muy útiles en la práctica y ofrecen una perspectiva adicional sobre la naturaleza de los homomorfismos.


Teorema 3.16 Sea ψ:G→H\psi \colon G \to H un homomorfismo de grupos entre (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot). Entonces:


	Inyectividad: ψ\psi es inyectivo si y solo si el núcleo de ψ\psi es el subgrupo trivial de GG, es decir, ker(ψ)={eG}\ker(\psi) = \{e_G\}, donde eGe_G es el elemento neutro de GG.


	Sobreyectividad: ψ\psi es sobreyectivo si y solo si la imagen de ψ\psi es igual a todo el grupo HH, es decir, Im(ψ)=H\operatorname{Im}(\psi) = H.







Prueba. 


	Inyectividad:




	Directa (⇒\Rightarrow): Supongamos que ψ\psi es inyectivo. Queremos demostrar que ker(ψ)={eG}\ker(\psi) = \{e_G\}. Por definición, ker(ψ)={g∈G∣ψ(g)=eH}\ker(\psi) = \{g \in G \mid \psi(g) = e_H \}. Ya sabemos que ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H, por lo que eG∈ker(ψ)e_G \in \ker(\psi). Ahora, debemos demostrar que eGe_G es el único elemento en ker(ψ)\ker(\psi).



Sea g∈ker(ψ)g \in \ker(\psi). Entonces, por definición de núcleo, ψ(g)=eH\psi(g) = e_H. También sabemos que ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H. Por lo tanto, tenemos ψ(g)=ψ(eG)\psi(g) = \psi(e_G). Como ψ\psi es inyectivo, si ψ(g)=ψ(eG)\psi(g) = \psi(e_G), entonces g=eGg = e_G. Por lo tanto, el único elemento en ker(ψ)\ker(\psi) es eGe_G, lo que significa que ker(ψ)={eG}\ker(\psi) = \{e_G\}.


	Recíproca (⇐\Leftarrow): Supongamos que ker(ψ)={eG}\ker(\psi) = \{e_G\}. Queremos demostrar que ψ\psi es inyectivo. Debemos mostrar que si ψ(g1)=ψ(g2)\psi(g_1) = \psi(g_2) para algunos g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G, entonces g1=g2g_1 = g_2.



Sean g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G tales que ψ(g1)=ψ(g2)\psi(g_1) = \psi(g_2). Multiplicando por la izquierda por (ψ(g1))−1=(ψ(g1))−1(\psi(g_1))^{-1} = (\psi(g_1))^{-1}, obtenemos: (ψ(g1))−1⋅ψ(g1)=(ψ(g1))−1⋅ψ(g2).
(\psi(g_1))^{-1} \cdot \psi(g_1) = (\psi(g_1))^{-1} \cdot \psi(g_2).
 Esto simplifica a eH=(ψ(g1))−1⋅ψ(g2)e_H = (\psi(g_1))^{-1} \cdot \psi(g_2). Usando la propiedad de conservación de inversos y la propiedad de homomorfismo, (ψ(g1))−1=ψ(g1−1)(\psi(g_1))^{-1} = \psi(g_1^{-1}) y ψ(g1−1)⋅ψ(g2)=ψ(g1−1*g2)\psi(g_1^{-1}) \cdot \psi(g_2) = \psi(g_1^{-1} \ast g_2). Por lo tanto, eH=ψ(g1−1*g2).
e_H = \psi(g_1^{-1} \ast g_2).
 Por la definición de núcleo, ψ(g1−1*g2)=eH\psi(g_1^{-1} \ast g_2) = e_H implica que g1−1*g2∈ker(ψ)g_1^{-1} \ast g_2 \in \ker(\psi). Como suponemos que ker(ψ)={eG}\ker(\psi) = \{e_G\}, esto significa que g1−1*g2=eGg_1^{-1} \ast g_2 = e_G. Multiplicando por la izquierda por g1g_1, obtenemos g1*(g1−1*g2)=g1*eGg_1 \ast (g_1^{-1} \ast g_2) = g_1 \ast e_G, lo que simplifica a (g1*g1−1)*g2=g1(g_1 \ast g_1^{-1}) \ast g_2 = g_1, es decir, eG*g2=g1e_G \ast g_2 = g_1, o g2=g1g_2 = g_1.

Por lo tanto, si ψ(g1)=ψ(g2)\psi(g_1) = \psi(g_2), entonces g1=g2g_1 = g_2. Esto demuestra que ψ\psi es inyectivo.


	Sobreyectividad:




	Directa (⇒\Rightarrow): Supongamos que ψ\psi es sobreyectivo. Queremos demostrar que Im(ψ)=H\operatorname{Im}(\psi) = H. Por definición, Im(ψ)={ψ(g)∣g∈G}\operatorname{Im}(\psi) = \{\psi(g) \mid g \in G \}. Como Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi) es un subconjunto de HH por definición, debemos demostrar que H⊆Im(ψ)H \subseteq \operatorname{Im}(\psi).



Sea h∈Hh \in H. Como ψ\psi es sobreyectivo, por definición de sobreyectividad, existe al menos un elemento g∈Gg \in G tal que ψ(g)=h\psi(g) = h. Como h=ψ(g)h = \psi(g) y ψ(g)\psi(g) es de la forma ψ(x)\psi(x) para algún x∈Gx \in G (en este caso x=gx=g), entonces h∈Im(ψ)h \in \operatorname{Im}(\psi). Por lo tanto, todo elemento h∈Hh \in H está en Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi), lo que significa que H⊆Im(ψ)H \subseteq \operatorname{Im}(\psi).

Como ya sabíamos que Im(ψ)⊆H\operatorname{Im}(\psi) \subseteq H y ahora hemos demostrado que H⊆Im(ψ)H \subseteq \operatorname{Im}(\psi), concluimos que Im(ψ)=H\operatorname{Im}(\psi) = H.


	Recíproca (⇐\Leftarrow): Supongamos que Im(ψ)=H\operatorname{Im}(\psi) = H. Queremos demostrar que ψ\psi es sobreyectivo. Debemos demostrar que para todo h∈Hh \in H, existe al menos un g∈Gg \in G tal que ψ(g)=h\psi(g) = h.



Sea h∈Hh \in H. Como Im(ψ)=H\operatorname{Im}(\psi) = H, y por definición Im(ψ)={ψ(g)∣g∈G}\operatorname{Im}(\psi) = \{\psi(g) \mid g \in G \}, entonces h∈Im(ψ)h \in \operatorname{Im}(\psi) significa que hh debe ser de la forma ψ(g)\psi(g) para algún g∈Gg \in G. Es decir, existe g∈Gg \in G tal que ψ(g)=h\psi(g) = h.

Por lo tanto, para todo h∈Hh \in H, existe g∈Gg \in G tal que ψ(g)=h\psi(g) = h. Esto demuestra que ψ\psi es sobreyectivo.




Ejemplo 3.20 Consideremos el homomorfismo ψ:(ℤ,+)→(ℤn,+n)\psi \colon (\mathbb{Z}, +) \to (\mathbb{Z}_n, +_n) definido por la reducción módulo nn, es decir, ψ(k)=[k]n\psi(k) = [k]_n para todo k∈ℤk \in \mathbb{Z}. Vamos a analizar la inyectividad y sobreyectividad de ψ\psi utilizando el núcleo y la imagen.


	Sobreyectividad:




	Imagen de ψ\psi: La imagen de ψ\psi es el conjunto de todas las posibles clases de congruencia módulo nn que se pueden obtener al aplicar ψ\psi a los enteros. Como para cada clase [j]n∈ℤn[j]_n \in \mathbb{Z}_n (donde j∈{0,1,…,n−1}j \in \{0, 1, \dots, n-1\}), podemos encontrar un entero j∈ℤj \in \mathbb{Z} tal que ψ(j)=[j]n\psi(j) = [j]_n, la imagen de ψ\psi contiene a todos los elementos de ℤn\mathbb{Z}_n. Formalmente, Im(ψ)={ψ(k)∣k∈ℤ}={[k]n∣k∈ℤ}=ℤn.
\operatorname{Im}(\psi) = \{\psi(k) \mid k \in \mathbb{Z} \} = \{[k]_n \mid k \in \mathbb{Z} \} = \mathbb{Z}_n.



	Conclusión sobre la sobreyectividad: Como Im(ψ)=ℤn\operatorname{Im}(\psi) = \mathbb{Z}_n, por el Teorema 3.16 (parte 2), el homomorfismo ψ\psi es sobreyectivo. Esto significa que todo elemento de ℤn\mathbb{Z}_n es la imagen de al menos un entero bajo ψ\psi.





	Inyectividad:




	Núcleo de ψ\psi: El núcleo de ψ\psi es el conjunto de todos los enteros que son mapeados al elemento neutro de (ℤn,+n)(\mathbb{Z}_n, +_n), que es [0]n[0]_n. Es decir, ker(ψ)={k∈ℤ∣ψ(k)=[0]n}={k∈ℤ∣[k]n=[0]n}.
\ker(\psi) = \{k \in \mathbb{Z} \mid \psi(k) = [0]_n \} = \{k \in \mathbb{Z} \mid [k]_n = [0]_n \}.
 La condición [k]n=[0]n[k]_n = [0]_n en ℤn\mathbb{Z}_n significa que k≡0(modn)k \equiv 0 \pmod{n}, o equivalentemente, que kk es un múltiplo de nn. Por lo tanto, el núcleo de ψ\psi es el conjunto de todos los múltiplos enteros de nn: ker(ψ)={k∈ℤ∣k=mn para algún m∈ℤ}=nℤ.
\ker(\psi) = \{k \in \mathbb{Z} \mid k = mn \text{ para algún } m \in \mathbb{Z} \} = n\mathbb{Z}.
 Donde nℤn\mathbb{Z} denota el conjunto de todos los múltiplos de nn, que es el subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) generado por nn.


	Conclusión sobre la inyectividad: El núcleo de ψ\psi es ker(ψ)=nℤ={…,−2n,−n,0,n,2n,…}\ker(\psi) = n\mathbb{Z} = \{ \dots, -2n, -n, 0, n, 2n, \dots \}. Si n>1n > 1, entonces ker(ψ)=nℤ≠{0}\ker(\psi) = n\mathbb{Z} \neq \{0\} (donde 00 es el elemento neutro de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +)). Por ejemplo, si n=2n=2, ker(ψ)=2ℤ={…,−4,−2,0,2,4,…}≠{0}\ker(\psi) = 2\mathbb{Z} = \{ \dots, -4, -2, 0, 2, 4, \dots \} \neq \{0\}.




Según el Teorema 3.16 (parte 1), ψ\psi es inyectivo si y solo si ker(ψ)={0}\ker(\psi) = \{0\}. Como en nuestro caso ker(ψ)=nℤ≠{0}\ker(\psi) = n\mathbb{Z} \neq \{0\} para n>1n > 1, concluimos que el homomorfismo ψ:(ℤ,+)→(ℤn,+n)\psi \colon (\mathbb{Z}, +) \to (\mathbb{Z}_n, +_n) no es inyectivo para n>1n > 1. Si n=1n=1, ℤ1={[0]1}\mathbb{Z}_1 = \{[0]_1\}, y ker(ψ)=1ℤ=ℤ\ker(\psi) = 1\mathbb{Z} = \mathbb{Z}, Im(ψ)={[0]1}≠ℤ1\operatorname{Im}(\psi) = \{[0]_1\} \neq \mathbb{Z}_1 (esto no tiene mucho sentido, consideramos n≥1n \ge 1). Para n>1n>1, ψ\psi no es inyectivo.

Resumen del ejemplo:


	El homomorfismo ψ:(ℤ,+)→(ℤn,+n)\psi \colon (\mathbb{Z}, +) \to (\mathbb{Z}_n, +_n) definido por ψ(k)=[k]n\psi(k) = [k]_n es sobreyectivo porque su imagen es todo ℤn\mathbb{Z}_n.

	El homomorfismo ψ:(ℤ,+)→(ℤn,+n)\psi \colon (\mathbb{Z}, +) \to (\mathbb{Z}_n, +_n) definido por ψ(k)=[k]n\psi(k) = [k]_n no es inyectivo (para n>1n > 1) porque su núcleo es nℤn\mathbb{Z}, que no es el subgrupo trivial {0}\{0\} de ℤ\mathbb{Z}.



Este ejemplo ilustra cómo el núcleo y la imagen nos permiten determinar fácilmente si un homomorfismo es inyectivo o sobreyectivo, sin necesidad de recurrir directamente a las definiciones de inyectividad y sobreyectividad en términos de elementos individuales.





3.1.5.2 Isomorfismos de Grupos

Un isomorfismo de grupos es un tipo especial de homomorfismo que establece una equivalencia aún más fuerte entre dos grupos.


Definición 3.10 Sean (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot) dos grupos. Una función ψ:G→H\psi \colon G \to H es un isomorfismo de grupos (o simplemente isomorfismo) si ψ\psi es simultáneamente:


	Homomorfismo de grupos: ψ(x*y)=ψ(x)⋅ψ(y)\psi(x \ast y) = \psi (x) \cdot \psi (y) para todo x,y∈Gx, y \in G.

	Biyectiva: ψ\psi es tanto inyectiva (si ψ(x)=ψ(y)\psi(x) = \psi(y), entonces x=yx = y) como sobreyectiva (para todo h∈Hh \in H, existe g∈Gg \in G tal que ψ(g)=h\psi(g) = h).



Si existe un isomorfismo entre dos grupos GG y HH, se dice que GG y HH son isomorfos, y se denota G≅HG \cong H.



Propiedades de los Isomorfismos

Como los isomorfismos son homomorfismos biyectivos, preservan todas las propiedades de los homomorfismos, y además, al ser biyectivos, establecen una correspondencia uno a uno entre los elementos de los dos grupos, así como entre sus estructuras. El siguiente teorema resume las propiedades más importantes preservadas por isomorfismos.


Teorema 3.17 Si ψ:G→H\psi \colon G \to H es un isomorfismo entre los grupos (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot), entonces ψ\psi preserva las siguientes propiedades algebraicas:


	Preservación de la abelianidad: El grupo (G,*)(G, \ast) es abeliano si y solo si el grupo (H,⋅)(H, \cdot) es abeliano.

	Preservación de la ciclicidad: El grupo (G,*)(G, \ast) es cíclico si y solo si el grupo (H,⋅)(H, \cdot) es cíclico.

	Preservación del orden de los elementos: Para todo elemento c∈G,c \in G, el orden de cc en GG coincide con el orden de su imagen ψ(c)\psi(c) en HH. Es decir, ord(c)=ord(ψ(c))\operatorname{ord}(c) = \operatorname{ord}(\psi(c)) para todo c∈Gc \in G.

	Inverso de isomorfismo: La función inversa ψ−1:H→G\psi^{-1} \colon H \to G también es un isomorfismo de grupos, pero ahora de (H,⋅)(H, \cdot) en (G,*)(G, \ast). Es decir, si ψ:G→H\psi \colon G \to H es un isomorfismo, entonces ψ−1:H→G\psi^{-1} \colon H \to G es también un isomorfismo.






Prueba. Sea ψ:G→H\psi \colon G \to H un isomorfismo entre los grupos (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot). Demostraremos cada una de las propiedades:


	Preservación de la abelianidad:




	Directa (⇒\Rightarrow): Supongamos que (G,*)(G, \ast) es abeliano. Queremos demostrar que (H,⋅)(H, \cdot) es abeliano. Sean h1,h2∈Hh_1, h_2 \in H. Como ψ\psi es sobreyectiva, existen g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G tales que ψ(g1)=h1\psi(g_1) = h_1 y ψ(g2)=h2\psi(g_2) = h_2. Consideremos el producto h1⋅h2h_1 \cdot h_2 en HH: h1⋅h2=ψ(g1)⋅ψ(g2).
h_1 \cdot h_2 = \psi(g_1) \cdot \psi(g_2).
 Como ψ\psi es un homomorfismo, ψ(g1)⋅ψ(g2)=ψ(g1*g2)\psi(g_1) \cdot \psi(g_2) = \psi(g_1 \ast g_2). Como GG es abeliano, g1*g2=g2*g1g_1 \ast g_2 = g_2 \ast g_1. Por lo tanto, ψ(g1*g2)=ψ(g2*g1).
\psi(g_1 \ast g_2) = \psi(g_2 \ast g_1).
 Nuevamente, como ψ\psi es un homomorfismo, ψ(g2*g1)=ψ(g2)⋅ψ(g1)=h2⋅h1\psi(g_2 \ast g_1) = \psi(g_2) \cdot \psi(g_1) = h_2 \cdot h_1. En resumen, h1⋅h2=ψ(g1)⋅ψ(g2)=ψ(g1*g2)=ψ(g2*g1)=ψ(g2)⋅ψ(g1)=h2⋅h1.
h_1 \cdot h_2 = \psi(g_1) \cdot \psi(g_2) = \psi(g_1 \ast g_2) = \psi(g_2 \ast g_1) = \psi(g_2) \cdot \psi(g_1) = h_2 \cdot h_1.
 Por lo tanto, h1⋅h2=h2⋅h1h_1 \cdot h_2 = h_2 \cdot h_1 para todo h1,h2∈Hh_1, h_2 \in H, y (H,⋅)(H, \cdot) es abeliano.


	Recíproca (⇐\Leftarrow): Supongamos que (H,⋅)(H, \cdot) es abeliano. Queremos demostrar que (G,*)(G, \ast) es abeliano. Sean g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G. Consideremos el producto ψ(g1*g2)\psi(g_1 \ast g_2) en HH. Como ψ\psi es un homomorfismo, ψ(g1*g2)=ψ(g1)⋅ψ(g2)\psi(g_1 \ast g_2) = \psi(g_1) \cdot \psi(g_2). Como HH es abeliano, ψ(g1)⋅ψ(g2)=ψ(g2)⋅ψ(g1)\psi(g_1) \cdot \psi(g_2) = \psi(g_2) \cdot \psi(g_1). Y como ψ\psi es un homomorfismo, ψ(g2)⋅ψ(g1)=ψ(g2*g1)\psi(g_2) \cdot \psi(g_1) = \psi(g_2 \ast g_1). Por lo tanto, ψ(g1*g2)=ψ(g1)⋅ψ(g2)=ψ(g2)⋅ψ(g1)=ψ(g2*g1).
    \psi(g_1 \ast g_2) = \psi(g_1) \cdot \psi(g_2) = \psi(g_2) \cdot \psi(g_1) = \psi(g_2 \ast g_1).
     Hemos demostrado que ψ(g1*g2)=ψ(g2*g1)\psi(g_1 \ast g_2) = \psi(g_2 \ast g_1). Como ψ\psi es inyectiva, esto implica que g1*g2=g2*g1g_1 \ast g_2 = g_2 \ast g_1. Por lo tanto, (G,*)(G, \ast) es abeliano.





	Preservación de la ciclicidad:




	Directa (⇒\Rightarrow): Supongamos que (G,*)(G, \ast) es cíclico. Queremos demostrar que (H,⋅)(H, \cdot) es cíclico. Como GG es cíclico, existe un generador g∈Gg \in G tal que G=⟨g⟩={gk∣k∈ℤ}G = \langle g \rangle = \{g^k \mid k \in \mathbb{Z} \}. Consideremos la imagen de gg bajo ψ\psi, es decir, h=ψ(g)∈Hh = \psi(g) \in H. Demostraremos que H=⟨h⟩H = \langle h \rangle, es decir, que hh genera HH.



Sea y∈Hy \in H. Como ψ\psi es sobreyectiva, existe x∈Gx \in G tal que ψ(x)=y\psi(x) = y. Como G=⟨g⟩G = \langle g \rangle, existe un entero k∈ℤk \in \mathbb{Z} tal que x=gkx = g^k. Entonces, y=ψ(x)=ψ(gk)=ψ(g*g*…*g⏟k veces).
y = \psi(x) = \psi(g^k) = \psi(\underbrace{g \ast g \ast \dots \ast g}_{k \text{ veces}}).
 Como ψ\psi es un homomorfismo, ψ(g*g*…*g⏟k veces)=ψ(g)⋅ψ(g)⋅…⋅ψ(g)⏟k veces=(ψ(g))k=hk.
\psi(\underbrace{g \ast g \ast \dots \ast g}_{k \text{ veces}}) = \underbrace{\psi(g) \cdot \psi(g) \cdot \dots \cdot \psi(g)}_{k \text{ veces}} = (\psi(g))^k = h^k.
 Por lo tanto, y=hk=(ψ(g))ky = h^k = (\psi(g))^k. Esto demuestra que todo elemento y∈Hy \in H es una potencia de h=ψ(g)h = \psi(g). Por lo tanto, H=⟨h⟩H = \langle h \rangle, y (H,⋅)(H, \cdot) es cíclico.


	Recíproca (⇐\Leftarrow): Supongamos que (H,⋅)(H, \cdot) es cíclico. Queremos demostrar que (G,*)(G, \ast) es cíclico. Como ψ−1:H→G\psi^{-1} \colon H \to G también es un isomorfismo (por la propiedad 4 que demostraremos a continuación), y si HH es cíclico, entonces por la parte directa (que ya hemos demostrado), su imagen bajo el isomorfismo inverso ψ−1(H)=G\psi^{-1}(H) = G también debe ser cíclica. Por lo tanto, GG es cíclico.




	Preservación del orden de los elementos:



Sea c∈Gc \in G. Queremos demostrar que ord(c)=ord(ψ(c))\operatorname{ord}(c) = \operatorname{ord}(\psi(c)). Consideraremos dos casos: orden finito e infinito.


	Orden finito: Supongamos que ord(c)=n<∞\operatorname{ord}(c) = n < \infty. Esto significa que nn es el menor entero positivo tal que cn=eGc^n = e_G, donde eGe_G es el elemento neutro de GG. Consideremos (ψ(c))n=ψ(c)⋅ψ(c)⋅…⋅ψ(c)⏟n veces(\psi(c))^n = \underbrace{\psi(c) \cdot \psi(c) \cdot \dots \cdot \psi(c)}_{n \text{ veces}}. Como ψ\psi es un homomorfismo, (ψ(c))n=ψ(c*c*…*c⏟n veces)=ψ(cn)=ψ(eG).
(\psi(c))^n = \psi(\underbrace{c \ast c \ast \dots \ast c}_{n \text{ veces}}) = \psi(c^n) = \psi(e_G).
 Como ψ\psi es un homomorfismo, preserva el elemento neutro, es decir, ψ(eG)=eH\psi(e_G) = e_H, donde eHe_H es el elemento neutro de HH. Por lo tanto, (ψ(c))n=eH(\psi(c))^n = e_H. Esto significa que el orden de ψ(c)\psi(c) divide a nn, es decir, ord(ψ(c))∣n\operatorname{ord}(\psi(c)) \mid n.



Ahora, supongamos que el orden de ψ(c)\psi(c) es mm, es decir, ord(ψ(c))=m\operatorname{ord}(\psi(c)) = m. Entonces (ψ(c))m=eH(\psi(c))^m = e_H. Similarmente, como ψ\psi es un homomorfismo, (ψ(c))m=ψ(cm)=eH=ψ(eG)(\psi(c))^m = \psi(c^m) = e_H = \psi(e_G). Es decir, ψ(cm)=ψ(eG)\psi(c^m) = \psi(e_G). Como ψ\psi es inyectiva, cm=eGc^m = e_G. Esto significa que el orden de cc divide a mm, es decir, ord(c)∣m\operatorname{ord}(c) \mid m.

Como ord(ψ(c))∣n=ord(c)\operatorname{ord}(\psi(c)) \mid n = \operatorname{ord}(c) y ord(c)∣ord(ψ(c))\operatorname{ord}(c) \mid \operatorname{ord}(\psi(c)), y ambos son enteros positivos, concluimos que ord(c)=ord(ψ(c))=n\operatorname{ord}(c) = \operatorname{ord}(\psi(c)) = n.


	Orden infinito: Supongamos que ord(c)=∞\operatorname{ord}(c) = \infty. Queremos demostrar que ord(ψ(c))=∞\operatorname{ord}(\psi(c)) = \infty. Razonaremos por contradicción. Supongamos que ord(ψ(c))=m<∞\operatorname{ord}(\psi(c)) = m < \infty para algún entero positivo mm. Entonces (ψ(c))m=eH(\psi(c))^m = e_H. Como vimos en el caso anterior, esto implica que ψ(cm)=eH=ψ(eG)\psi(c^m) = e_H = \psi(e_G). Como ψ\psi es inyectiva, cm=eGc^m = e_G. Pero si cm=eGc^m = e_G para algún entero positivo mm, entonces el orden de cc sería finito, ord(c)≤m<∞\operatorname{ord}(c) \le m < \infty, lo que contradice la suposición de que ord(c)=∞\operatorname{ord}(c) = \infty. Por lo tanto, nuestra suposición de que ord(ψ(c))\operatorname{ord}(\psi(c)) es finito es falsa. Concluimos que ord(ψ(c))=∞\operatorname{ord}(\psi(c)) = \infty.




	Inverso de isomorfismo: Debemos demostrar que si ψ:G→H\psi \colon G \to H es un isomorfismo, entonces ψ−1:H→G\psi^{-1} \colon H \to G también es un isomorfismo. Ya sabemos que si ψ\psi es biyectiva, entonces ψ−1\psi^{-1} también es biyectiva. Solo necesitamos demostrar que ψ−1\psi^{-1} es un homomorfismo.



Sean h1,h2∈Hh_1, h_2 \in H. Queremos demostrar que ψ−1(h1⋅h2)=ψ−1(h1)*ψ−1(h2)\psi^{-1}(h_1 \cdot h_2) = \psi^{-1}(h_1) \ast \psi^{-1}(h_2). Como ψ\psi es sobreyectiva, existen g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G tales que ψ(g1)=h1\psi(g_1) = h_1 y ψ(g2)=h2\psi(g_2) = h_2. Entonces, ψ−1(h1)=g1\psi^{-1}(h_1) = g_1 y ψ−1(h2)=g2\psi^{-1}(h_2) = g_2. Consideremos ψ−1(h1⋅h2)=ψ−1(ψ(g1)⋅ψ(g2))\psi^{-1}(h_1 \cdot h_2) = \psi^{-1}(\psi(g_1) \cdot \psi(g_2)). Como ψ\psi es un homomorfismo, ψ(g1)⋅ψ(g2)=ψ(g1*g2)\psi(g_1) \cdot \psi(g_2) = \psi(g_1 \ast g_2). Por lo tanto, ψ−1(h1⋅h2)=ψ−1(ψ(g1*g2)).
\psi^{-1}(h_1 \cdot h_2) = \psi^{-1}(\psi(g_1 \ast g_2)).
 Como ψ−1\psi^{-1} es la función inversa de ψ\psi, ψ−1(ψ(g1*g2))=g1*g2\psi^{-1}(\psi(g_1 \ast g_2)) = g_1 \ast g_2. Y como g1=ψ−1(h1)g_1 = \psi^{-1}(h_1) y g2=ψ−1(h2)g_2 = \psi^{-1}(h_2), tenemos g1*g2=ψ−1(h1)*ψ−1(h2)g_1 \ast g_2 = \psi^{-1}(h_1) \ast \psi^{-1}(h_2). En resumen, ψ−1(h1⋅h2)=ψ−1(ψ(g1*g2))=g1*g2=ψ−1(h1)*ψ−1(h2).
\psi^{-1}(h_1 \cdot h_2) = \psi^{-1}(\psi(g_1 \ast g_2)) = g_1 \ast g_2 = \psi^{-1}(h_1) \ast \psi^{-1}(h_2).
 Por lo tanto, ψ−1\psi^{-1} es un homomorfismo. Como ψ−1\psi^{-1} es biyectiva y un homomorfismo, ψ−1:H→G\psi^{-1} \colon H \to G es un isomorfismo.

Con esto, hemos demostrado todas las propiedades del teorema.




Proposición 3.1 La relación de isomorfismo es una relación de equivalencia entre grupos.




Prueba. Para demostrar que la relación de isomorfismo es una relación de equivalencia, debemos probar que se cumplen las propiedades de reflexividad, simetría y transitividad.

1. Reflexividad: Debemos demostrar que todo grupo GG es isomorfo a sí mismo, es decir, G≅GG \cong G.

Para ello, necesitamos encontrar un isomorfismo de GG en GG. Consideremos la función identidad en GG, denotada por idG:G→G\operatorname{id}_G \colon G \to G, definida por idG(g)=g\operatorname{id}_G(g) = g para todo g∈Gg \in G. Vamos a verificar que idG\operatorname{id}_G es un isomorfismo de grupos:


	Biyectividad:


	Inyectividad: Si idG(g1)=idG(g2)\operatorname{id}_G(g_1) = \operatorname{id}_G(g_2), entonces g1=g2g_1 = g_2. Por lo tanto, idG\operatorname{id}_G es inyectiva.

	Sobreyectividad: Para todo g∈Gg \in G, existe un elemento x∈Gx \in G (en concreto, x=gx = g) tal que idG(x)=x=g\operatorname{id}_G(x) = x = g. Por lo tanto, idG\operatorname{id}_G es sobreyectiva. Así, idG\operatorname{id}_G es biyectiva.




	Homomorfismo: Debemos verificar que idG\operatorname{id}_G preserva la operación del grupo. Sean g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G. Entonces, idG(g1*g2)=g1*g2=idG(g1)*idG(g2).
  \operatorname{id}_G(g_1 \ast g_2) = g_1 \ast g_2 = \operatorname{id}_G(g_1) \ast \operatorname{id}_G(g_2).
   Por lo tanto, idG\operatorname{id}_G es un homomorfismo de grupos.




Como idG:G→G\operatorname{id}_G \colon G \to G es un homomorfismo biyectivo, es un isomorfismo. Por lo tanto, G≅GG \cong G.

2. Simetría: Debemos demostrar que si G≅HG \cong H, entonces H≅GH \cong G.

Supongamos que G≅HG \cong H. Esto significa que existe un isomorfismo φ:G→H\varphi \colon G \to H. Como φ\varphi es un isomorfismo, es una función biyectiva y un homomorfismo. Como φ\varphi es biyectiva, existe la función inversa φ−1:H→G\varphi^{-1} \colon H \to G, que también es biyectiva. Debemos demostrar que φ−1\varphi^{-1} es un homomorfismo de grupos de HH en GG.

Sean h1,h2∈Hh_1, h_2 \in H. Como φ\varphi es sobreyectiva, existen g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G tales que φ(g1)=h1\varphi(g_1) = h_1 y φ(g2)=h2\varphi(g_2) = h_2. Entonces, φ−1(h1)=g1\varphi^{-1}(h_1) = g_1 y φ−1(h2)=g2\varphi^{-1}(h_2) = g_2. Consideremos el producto h1*Hh2h_1 \ast_H h_2 en HH (denotamos por *H\ast_H la operación en HH y por *G\ast_G la operación en GG). Tenemos: φ−1(h1*Hh2)=φ−1(φ(g1)*Hφ(g2)).
\varphi^{-1}(h_1 \ast_H h_2) = \varphi^{-1}(\varphi(g_1) \ast_H \varphi(g_2)).
 Como φ\varphi es un homomorfismo, φ(g1*Gg2)=φ(g1)*Hφ(g2)=h1*Hh2\varphi(g_1 \ast_G g_2) = \varphi(g_1) \ast_H \varphi(g_2) = h_1 \ast_H h_2. Por lo tanto, h1*Hh2=φ(g1*Gg2)h_1 \ast_H h_2 = \varphi(g_1 \ast_G g_2). Aplicando φ−1\varphi^{-1} a ambos lados, obtenemos: φ−1(h1*Hh2)=φ−1(φ(g1*Gg2)).
\varphi^{-1}(h_1 \ast_H h_2) = \varphi^{-1}(\varphi(g_1 \ast_G g_2)).
 Como φ−1∘φ=idG\varphi^{-1} \circ \varphi = \operatorname{id}_G, tenemos φ−1(φ(g1*Gg2))=g1*Gg2\varphi^{-1}(\varphi(g_1 \ast_G g_2)) = g_1 \ast_G g_2. Además, g1=φ−1(h1)g_1 = \varphi^{-1}(h_1) y g2=φ−1(h2)g_2 = \varphi^{-1}(h_2). Sustituyendo, obtenemos: φ−1(h1*Hh2)=g1*Gg2=φ−1(h1)*Gφ−1(h2).
\varphi^{-1}(h_1 \ast_H h_2) = g_1 \ast_G g_2 = \varphi^{-1}(h_1) \ast_G \varphi^{-1}(h_2).
 Por lo tanto, φ−1:H→G\varphi^{-1} \colon H \to G es un homomorfismo de grupos. Como φ−1\varphi^{-1} también es biyectiva, φ−1\varphi^{-1} es un isomorfismo de HH en GG. Así, si G≅HG \cong H, entonces H≅GH \cong G.

3. Transitividad: Debemos demostrar que si G≅HG \cong H y H≅KH \cong K, entonces G≅KG \cong K.

Supongamos que G≅HG \cong H y H≅KH \cong K. Esto significa que existen isomorfismos φ:G→H\varphi \colon G \to H y ψ:H→K\psi \colon H \to K. Consideremos la composición de funciones ψ∘φ:G→K\psi \circ \varphi \colon G \to K, definida por (ψ∘φ)(g)=ψ(φ(g))(\psi \circ \varphi)(g) = \psi(\varphi(g)) para todo g∈Gg \in G. Vamos a verificar que ψ∘φ\psi \circ \varphi es un isomorfismo de grupos de GG en KK.


	Biyectividad:

	Inyectividad: Si (ψ∘φ)(g1)=(ψ∘φ)(g2)(\psi \circ \varphi)(g_1) = (\psi \circ \varphi)(g_2), entonces ψ(φ(g1))=ψ(φ(g2))\psi(\varphi(g_1)) = \psi(\varphi(g_2)). Como ψ\psi es inyectiva, esto implica φ(g1)=φ(g2)\varphi(g_1) = \varphi(g_2). Como φ\varphi es inyectiva, esto implica g1=g2g_1 = g_2. Por lo tanto, ψ∘φ\psi \circ \varphi es inyectiva.

	Sobreyectividad: Sea k∈Kk \in K. Como ψ\psi es sobreyectiva, existe h∈Hh \in H tal que ψ(h)=k\psi(h) = k. Como φ\varphi es sobreyectiva, existe g∈Gg \in G tal que φ(g)=h\varphi(g) = h. Entonces, (ψ∘φ)(g)=ψ(φ(g))=ψ(h)=k(\psi \circ \varphi)(g) = \psi(\varphi(g)) = \psi(h) = k. Por lo tanto, para todo k∈Kk \in K, existe g∈Gg \in G tal que (ψ∘φ)(g)=k(\psi \circ \varphi)(g) = k, lo que significa que ψ∘φ\psi \circ \varphi es sobreyectiva. Así, ψ∘φ\psi \circ \varphi es biyectiva.




	Homomorfismo: Debemos verificar que ψ∘φ\psi \circ \varphi preserva la operación del grupo. Sean g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G. Entonces, (ψ∘φ)(g1*Gg2)=ψ(φ(g1*Gg2))=ψ(φ(g1)*Hφ(g2)) (porque φ es homomorfismo)=ψ(φ(g1))*Kψ(φ(g2)) (porque ψ es homomorfismo)=(ψ∘φ)(g1)*K(ψ∘φ)(g2).\begin{align*}
  (\psi \circ \varphi)(g_1 \ast_G g_2) &= \psi(\varphi(g_1 \ast_G g_2)) \\
  &= \psi(\varphi(g_1) \ast_H \varphi(g_2)) & \text{ (porque } \varphi \text{ es homomorfismo)} \\
  &= \psi(\varphi(g_1)) \ast_K \psi(\varphi(g_2)) & \text{ (porque } \psi \text{ es homomorfismo)} \\
  &= (\psi \circ \varphi)(g_1) \ast_K (\psi \circ \varphi)(g_2).
\end{align*} Por lo tanto, ψ∘φ\psi \circ \varphi es un homomorfismo de grupos.



Como ψ∘φ:G→K\psi \circ \varphi \colon G \to K es un homomorfismo biyectivo, es un isomorfismo. Así, si G≅HG \cong H y H≅KH \cong K, entonces G≅KG \cong K.

Dado que la relación de isomorfismo cumple las propiedades de reflexividad, simetría y transitividad, concluimos que la relación de isomorfismo (≅\cong) es una relación de equivalencia en la clase de todos los grupos.



Dos grupos isomorfos se consideran estructuralmente idénticos o abstractamente iguales, aunque sus elementos puedan ser de naturaleza diferente y sus operaciones puedan estar definidas de manera distinta. Desde el punto de vista de la teoría de grupos, los grupos isomorfos son “el mismo grupo”, simplemente “re-etiquetado”. Un isomorfismo proporciona una “traducción” perfecta entre las estructuras de dos grupos, preservando todas las propiedades algebraicas relevantes.

Ejemplos de Isomorfismos


Ejemplo 3.21 Consideremos los grupos (ℤ4,+4)(\mathbb{Z}_4, +_4) y (ℤ5*,⋅5)(\mathbb{Z}^*_5, \cdot_5). Recordemos que ℤ4={[0]4,[1]4,[2]4,[3]4}\mathbb{Z}_4 = \{[0]_4, [1]_4, [2]_4, [3]_4\} con la suma módulo 4, y ℤ5*={[1]5,[2]5,[3]5,[4]5}\mathbb{Z}^*_5 = \{[1]_5, [2]_5, [3]_5, [4]_5\} con la multiplicación módulo 5. Las tablas de Cayley de estos grupos (usando la notación simplificada) son:

Tabla de Cayley para (ℤ4,+4)(\mathbb{Z}_4,+_4): $$
\begin{array}{|c|c|c|c|c|}
\hline
+_4 & 0 & 1 & 2 & 3 \\
\hline
\hline
0 & 0 & 1 & 2 & 3 \\
\hline
1 & 1 & 2 & 3 & 0 \\
\hline
2 & 2 & 3 & 0 & 1 \\
\hline
3 & 3 & 0 & 1 & 2 \\
\hline
\end{array}
$$

Tabla de Cayley para (ℤ5*,⋅5)(\mathbb{Z}^*_5,\cdot_5): $$
\begin{array}{|c|c|c|c|c|}
\hline
\cdot_5 & 1 & 2 & 3 & 4 \\
\hline
\hline
1 & 1 & 2 & 3 & 4 \\
\hline
2 & 2 & 4 & 1 & 3 \\
\hline
3 & 3 & 1 & 4 & 2 \\
\hline
4 & 4 & 3 & 2 & 1 \\
\hline
\end{array}
$$

Observando las tablas, podemos notar una similitud estructural. Si re-etiquetamos los elementos de (ℤ4,+4)(\mathbb{Z}_4, +_4) como [0]4↦[1]5[0]_4 \mapsto [1]_5, [1]4↦[2]5[1]_4 \mapsto [2]_5, [2]4↦[4]5[2]_4 \mapsto [4]_5, [3]4↦[3]5[3]_4 \mapsto [3]_5, obtenemos la tabla de (ℤ5*,⋅5)(\mathbb{Z}^*_5, \cdot_5). Formalmente, definimos la función f:(ℤ4,+4)→(ℤ5*,⋅5)f \colon (\mathbb{Z}_4, +_4) \to (\mathbb{Z}^*_5, \cdot_5) como: f:(ℤ4,+4)→(ℤ5*,⋅5)[0]4↦[1]5[1]4↦[2]5[2]4↦[4]5[3]4↦[3]5
\begin{array}{cccc}
f \colon & (\mathbb{Z}_4, +_4) & \to & (\mathbb{Z}^*_5, \cdot_5)\\
& [0]_4 & \mapsto & [1]_5 \\
& [1]_4 & \mapsto & [2]_5 \\
& [2]_4 & \mapsto & [4]_5 \\
& [3]_4 & \mapsto & [3]_5 \\
\end{array}
 Para verificar que ff es un isomorfismo, debemos comprobar que es un homomorfismo y que es biyectiva.


	Homomorfismo: Debemos verificar que f([x]4+4[y]4)=f([x]4)⋅5f([y]4)f([x]_4 +_4 [y]_4) = f([x]_4) \cdot_5 f([y]_4) para todo [x]4,[y]4∈ℤ4[x]_4, [y]_4 \in \mathbb{Z}_4. Por ejemplo, consideremos [x]4=[1]4[x]_4 = [1]_4 e [y]4=[2]4[y]_4 = [2]_4. Entonces [x]4+4[y]4=[1]4+4[2]4=[3]4[x]_4 +_4 [y]_4 = [1]_4 +_4 [2]_4 = [3]_4. Aplicando ff, obtenemos f([1]4+4[2]4)=f([3]4)=[3]5f([1]_4 +_4 [2]_4) = f([3]_4) = [3]_5. Por otro lado, f([1]4)⋅5f([2]4)=[2]5⋅5[4]5=[8]5=[3]5f([1]_4) \cdot_5 f([2]_4) = [2]_5 \cdot_5 [4]_5 = [8]_5 = [3]_5. En este caso, se cumple la propiedad. Se puede verificar para todos los pares [x]4,[y]4∈ℤ4[x]_4, [y]_4 \in \mathbb{Z}_4 que f([x]4+4[y]4)=f([x]4)⋅5f([y]4)f([x]_4 +_4 [y]_4) = f([x]_4) \cdot_5 f([y]_4).


	Biyectiva: La función ff es biyectiva porque es tanto inyectiva (elementos distintos de ℤ4\mathbb{Z}_4 se mapean a elementos distintos de ℤ5*\mathbb{Z}^*_5) como sobreyectiva (cada elemento de ℤ5*\mathbb{Z}^*_5 es imagen de algún elemento de ℤ4\mathbb{Z}_4). En un caso finito como este, basta verificar que es inyectiva o sobreyectiva y que los órdenes de los grupos son iguales.




Por lo tanto, ff es un isomorfismo, y (ℤ4,+4)≅(ℤ5*,⋅5)(\mathbb{Z}_4, +_4) \cong (\mathbb{Z}^*_5, \cdot_5).

Es importante notar que entre dos grupos isomorfos puede haber más de un isomorfismo. En este caso, otra función g:(ℤ4,+4)→(ℤ5*,⋅5)g \colon (\mathbb{Z}_4, +_4) \to (\mathbb{Z}^*_5, \cdot_5) que también es un isomorfismo está dada por: g:(ℤ4,+4)→(ℤ5*,⋅5)[0]4↦[1]5[1]4↦[3]5[2]4↦[4]5[3]4↦[2]5
\begin{array}{cccc}
g \colon & (\mathbb{Z}_4, +_4) & \to & (\mathbb{Z}^*_5, \cdot_5)\\
& [0]_4 & \mapsto & [1]_5 \\
& [1]_4 & \mapsto & [3]_5 \\
& [2]_4 & \mapsto & [4]_5 \\
& [3]_4 & \mapsto & [2]_5 \\
\end{array}
 En general, el isomorfismo entre dos grupos no es necesariamente único.




3.1.5.2.1 🔴🔴 Teoremas de isomorfía


Los teoremas de isomorfía son un conjunto de resultados fundamentales en la teoría de grupos que describen las relaciones entre homomorfismos, subgrupos normales, grupos cociente, núcleos e imágenes. Estos teoremas son herramientas poderosas para entender la estructura de los grupos y para construir isomorfismos entre diferentes grupos. Aquí presentaremos el Primer Teorema de Isomorfía, que es quizás el más importante y fundamental de los tres.

Primer Teorema de Isomorfía

El Primer Teorema de Isomorfía establece una relación fundamental entre homomorfismos, núcleos, imágenes y grupos cociente. Esencialmente, nos dice que la imagen de un homomorfismo es isomorfa a un cociente del dominio por su núcleo.


Teorema 3.18 (Primer Teorema de Isomorfía) Sea ψ:G→H\psi \colon G \to H un homomorfismo de grupos entre (G,*)(G, \ast) y (H,⋅)(H, \cdot). Entonces:


	El núcleo ker(ψ)\ker(\psi) es un subgrupo normal de GG.

	Se puede definir un homomorfismo inyectivo ψ̃:G/ker(ψ)→H\tilde{\psi} \colon G/\ker(\psi) \to H dado por ψ̃(gker(ψ))=ψ(g)\tilde{\psi}(g \ker(\psi)) = \psi(g) para todo g∈Gg \in G.

	La imagen de ψ̃\tilde{\psi} es la misma que la imagen de ψ\psi, es decir, Im(ψ̃)=Im(ψ)\operatorname{Im}(\tilde{\psi}) = \operatorname{Im}(\psi).

	El grupo cociente G/ker(ψ)G/\ker(\psi) es isomorfo a la imagen de ψ\psi, es decir, G/ker(ψ)≅Im(ψ)G/\ker(\psi) \cong \operatorname{Im}(\psi).



En resumen, el Primer Teorema de Isomorfía establece que G/ker(ψ)≅Im(ψ)G/\ker(\psi) \cong \operatorname{Im}(\psi).




Prueba. Sea ψ:G→H\psi \colon G \to H un homomorfismo de grupos.


	Ya hemos demostrado en el Teorema 3.15 que el núcleo ker(ψ)\ker(\psi) es un subgrupo normal de GG. Por lo tanto, el grupo cociente G/ker(ψ)G/\ker(\psi) está bien definido.


	Definimos la función ψ̃:G/ker(ψ)→H\tilde{\psi} \colon G/\ker(\psi) \to H como ψ̃(gker(ψ))=ψ(g)\tilde{\psi}(g \ker(\psi)) = \psi(g) para todo g∈Gg \in G. Primero, debemos verificar que ψ̃\tilde{\psi} está bien definida, es decir, que no depende del representante elegido para la clase lateral gker(ψ)g \ker(\psi).




Supongamos que g1ker(ψ)=g2ker(ψ)g_1 \ker(\psi) = g_2 \ker(\psi) para algunos g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G. Debemos demostrar que ψ̃(g1ker(ψ))=ψ̃(g2ker(ψ))\tilde{\psi}(g_1 \ker(\psi)) = \tilde{\psi}(g_2 \ker(\psi)), es decir, que ψ(g1)=ψ(g2)\psi(g_1) = \psi(g_2).

Si g1ker(ψ)=g2ker(ψ)g_1 \ker(\psi) = g_2 \ker(\psi), entonces g1−1*g2∈ker(ψ)g_1^{-1} \ast g_2 \in \ker(\psi). Por la definición de núcleo, esto significa que ψ(g1−1*g2)=eH\psi(g_1^{-1} \ast g_2) = e_H. Usando la propiedad de homomorfismo, ψ(g1−1*g2)=ψ(g1−1)⋅ψ(g2)=(ψ(g1))−1⋅ψ(g2)=eH\psi(g_1^{-1} \ast g_2) = \psi(g_1^{-1}) \cdot \psi(g_2) = (\psi(g_1))^{-1} \cdot \psi(g_2) = e_H. Multiplicando por la izquierda por ψ(g1)\psi(g_1), obtenemos ψ(g1)⋅(ψ(g1))−1⋅ψ(g2)=ψ(g1)⋅eH\psi(g_1) \cdot (\psi(g_1))^{-1} \cdot \psi(g_2) = \psi(g_1) \cdot e_H, lo que simplifica a eH⋅ψ(g2)=ψ(g1)e_H \cdot \psi(g_2) = \psi(g_1), es decir, ψ(g2)=ψ(g1)\psi(g_2) = \psi(g_1). Por lo tanto, ψ̃\tilde{\psi} está bien definida.

Ahora, debemos verificar que ψ̃\tilde{\psi} es un homomorfismo. Sean C1=g1ker(ψ)C_1 = g_1 \ker(\psi) y C2=g2ker(ψ)C_2 = g_2 \ker(\psi) dos clases laterales en G/ker(ψ)G/\ker(\psi). Consideremos el producto en G/ker(ψ)G/\ker(\psi): C1⋅C2=(g1ker(ψ))⋅(g2ker(ψ))=(g1*g2)ker(ψ)C_1 \cdot C_2 = (g_1 \ker(\psi)) \cdot (g_2 \ker(\psi)) = (g_1 \ast g_2) \ker(\psi). Aplicamos ψ̃\tilde{\psi} al producto: ψ̃(C1⋅C2)=ψ̃((g1*g2)ker(ψ))=ψ(g1*g2).
\tilde{\psi}(C_1 \cdot C_2) = \tilde{\psi}((g_1 \ast g_2) \ker(\psi)) = \psi(g_1 \ast g_2).
 Como ψ\psi es un homomorfismo, ψ(g1*g2)=ψ(g1)⋅ψ(g2)\psi(g_1 \ast g_2) = \psi(g_1) \cdot \psi(g_2). Por otro lado, consideremos el producto de las imágenes: ψ̃(C1)⋅ψ̃(C2)=ψ̃(g1ker(ψ))⋅ψ̃(g2ker(ψ))=ψ(g1)⋅ψ(g2).
\tilde{\psi}(C_1) \cdot \tilde{\psi}(C_2) = \tilde{\psi}(g_1 \ker(\psi)) \cdot \tilde{\psi}(g_2 \ker(\psi)) = \psi(g_1) \cdot \psi(g_2).
 Por lo tanto, ψ̃(C1⋅C2)=ψ̃(C1)⋅ψ̃(C2)\tilde{\psi}(C_1 \cdot C_2) = \tilde{\psi}(C_1) \cdot \tilde{\psi}(C_2), y ψ̃\tilde{\psi} es un homomorfismo.

Finalmente, debemos demostrar que ψ̃\tilde{\psi} es inyectivo. Supongamos que ψ̃(C1)=ψ̃(C2)\tilde{\psi}(C_1) = \tilde{\psi}(C_2) para algunas clases laterales C1=g1ker(ψ)C_1 = g_1 \ker(\psi) y C2=g2ker(ψ)C_2 = g_2 \ker(\psi). Debemos demostrar que C1=C2C_1 = C_2, es decir, que g1ker(ψ)=g2ker(ψ)g_1 \ker(\psi) = g_2 \ker(\psi).

Si ψ̃(C1)=ψ̃(C2)\tilde{\psi}(C_1) = \tilde{\psi}(C_2), entonces ψ̃(g1ker(ψ))=ψ̃(g2ker(ψ))\tilde{\psi}(g_1 \ker(\psi)) = \tilde{\psi}(g_2 \ker(\psi)), lo que implica que ψ(g1)=ψ(g2)\psi(g_1) = \psi(g_2). Multiplicando por la izquierda por (ψ(g1))−1=ψ(g1−1)(\psi(g_1))^{-1} = \psi(g_1^{-1}), obtenemos (ψ(g1))−1⋅ψ(g1)=(ψ(g1))−1⋅ψ(g2)(\psi(g_1))^{-1} \cdot \psi(g_1) = (\psi(g_1))^{-1} \cdot \psi(g_2), lo que simplifica a eH=ψ(g1−1)⋅ψ(g2)=ψ(g1−1*g2)e_H = \psi(g_1^{-1}) \cdot \psi(g_2) = \psi(g_1^{-1} \ast g_2). Como ψ(g1−1*g2)=eH\psi(g_1^{-1} \ast g_2) = e_H, tenemos g1−1*g2∈ker(ψ)g_1^{-1} \ast g_2 \in \ker(\psi). Si g1−1*g2∈ker(ψ)g_1^{-1} \ast g_2 \in \ker(\psi), entonces g1ker(ψ)=g2ker(ψ)g_1 \ker(\psi) = g_2 \ker(\psi). Por lo tanto, ψ̃\tilde{\psi} es inyectivo.


	Por la definición de ψ̃(gker(ψ))=ψ(g)\tilde{\psi}(g \ker(\psi)) = \psi(g), es claro que la imagen de ψ̃\tilde{\psi} es la misma que la imagen de ψ\psi. Es decir, Im(ψ̃)={ψ̃(gker(ψ))∣g∈G}={ψ(g)∣g∈G}=Im(ψ)\operatorname{Im}(\tilde{\psi}) = \{\tilde{\psi}(g \ker(\psi)) \mid g \in G \} = \{\psi(g) \mid g \in G \} = \operatorname{Im}(\psi).


	Como ψ̃:G/ker(ψ)→Im(ψ)\tilde{\psi} \colon G/\ker(\psi) \to \operatorname{Im}(\psi) es un homomorfismo inyectivo y su imagen es precisamente Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi), si consideramos ψ̃\tilde{\psi} como función de G/ker(ψ)G/\ker(\psi) a Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi), entonces ψ̃:G/ker(ψ)→Im(ψ)\tilde{\psi} \colon G/\ker(\psi) \to \operatorname{Im}(\psi) es un homomorfismo biyectivo, es decir, un isomorfismo. Por lo tanto, G/ker(ψ)≅Im(ψ)G/\ker(\psi) \cong \operatorname{Im}(\psi).






El Primer Teorema de Isomorfía es un resultado muy potente que nos permite “reducir” el estudio de homomorfismos al estudio de grupos cociente e isomorfismos. Nos dice que cada homomorfismo de grupos ψ:G→H\psi \colon G \to H induce un isomorfismo entre el grupo cociente G/ker(ψ)G/\ker(\psi) y la imagen Im(ψ)\operatorname{Im}(\psi). En cierto sentido, el teorema nos dice que “la imagen de ψ\psi es esencialmente el cociente de GG por lo que ψ\psi ‘anula’ (el núcleo)”.



Ejemplo 3.22 Consideremos el homomorfismo determinante det:GLn(ℝ)→(ℝ*,⋅)\det \colon \operatorname{GL}_n(\mathbb{R}) \to (\mathbb{R}^*, \cdot) que ya hemos mencionado. Recordemos que ker(det)=SLn(ℝ)\ker(\det) = \operatorname{SL}_n(\mathbb{R}) y Im(det)=ℝ*\operatorname{Im}(\det) = \mathbb{R}^*. Por el Primer Teorema de Isomorfía, tenemos que el grupo cociente GLn(ℝ)/ker(det)\operatorname{GL}_n(\mathbb{R})/\ker(\det) es isomorfo a la imagen Im(det)\operatorname{Im}(\det). Es decir, GLn(ℝ)SLn(ℝ)≅ℝ*.
\frac{\operatorname{GL}_n(\mathbb{R})}{\operatorname{SL}_n(\mathbb{R})} \cong \mathbb{R}^*.
 Este isomorfismo nos dice que el grupo cociente de las matrices invertibles por el subgrupo normal de las matrices con determinante 1 es estructuralmente el mismo que el grupo multiplicativo de los números reales no nulos. El Primer Teorema de Isomorfía nos proporciona una forma de entender la estructura del grupo cociente en términos de un grupo más conocido (ℝ*\mathbb{R}^*) y un isomorfismo explícito.



Existen otros dos teoremas de isomorfía, conocidos como el Segundo y Tercer Teorema de Isomorfía, que junto con el primero, forman un conjunto de herramientas muy potentes para el estudio de grupos. Aunque el Primer Teorema es el más fundamental, los otros dos proporcionan también información valiosa sobre la estructura de los grupos y sus cocientes. Presentamos aquí los tres teoremas para completar la teoría de isomorfismos básica.

Segundo Teorema de Isomorfía (o Teorema del Isomorfismo “Diamante”)

El Segundo Teorema de Isomorfía describe la estructura del cociente de un subgrupo por la intersección con un subgrupo normal.


Teorema 3.19 (Segundo Teorema de Isomorfía) Sean KK y NN subgrupos de un grupo GG, con NN normal en GG. Entonces:


	El producto KN={kn∣k∈K,n∈N}KN = \{kn \mid k \in K, n \in N \} es un subgrupo de GG.

	La intersección K∩NK \cap N es un subgrupo normal de KK.

	El cociente KN/N={(kn)N∣k∈K,n∈N}KN/N = \{ (kn)N \mid k \in K, n \in N \} es isomorfo al cociente K/(K∩N)K/(K \cap N). Es decir, KNN≅KK∩N.
\frac{KN}{N} \cong \frac{K}{K \cap N}.







Prueba. Sean KK y NN subgrupos de un grupo GG, con NN normal en GG. Demostraremos cada una de las partes del teorema:


	KNKN es un subgrupo de GG.



Para demostrar que KNKN es un subgrupo de GG, debemos verificar las tres condiciones de subgrupo: cierre bajo la operación, elemento identidad y existencia de inversos.


	Cierre: Sean x,y∈KNx, y \in KN. Entonces, existen k1,k2∈Kk_1, k_2 \in K y n1,n2∈Nn_1, n_2 \in N tales que x=k1n1x = k_1n_1 y y=k2n2y = k_2n_2. Consideremos el producto xy=(k1n1)(k2n2)=k1(n1k2)n2xy = (k_1n_1)(k_2n_2) = k_1(n_1k_2)n_2. Como NN es normal en GG, para todo k2∈Kk_2 \in K y n1∈Nn_1 \in N, existe n3∈Nn_3 \in N tal que n1k2=k2n3n_1k_2 = k_2n_3. Por lo tanto, xy=k1(k2n3)n2=(k1k2)(n3n2)xy = k_1(k_2n_3)n_2 = (k_1k_2)(n_3n_2). Como KK es un subgrupo, k1k2∈Kk_1k_2 \in K. Como NN es un subgrupo, n3n2∈Nn_3n_2 \in N. Sea k=k1k2∈Kk = k_1k_2 \in K y n=n3n2∈Nn = n_3n_2 \in N. Entonces xy=kn∈KNxy = kn \in KN. Por lo tanto, KNKN es cerrado bajo la operación de GG.


	Elemento identidad: El elemento identidad eGe_G de GG está en KK (ya que KK es un subgrupo) y en NN (ya que NN es un subgrupo). Podemos escribir eG=eGeGe_G = e_G e_G. Como eG∈Ke_G \in K y eG∈Ne_G \in N, entonces eG∈KNe_G \in KN.


	Inversos: Sea x∈KNx \in KN. Entonces x=knx = kn para algún k∈Kk \in K y n∈Nn \in N. Consideremos el inverso de xx, que es x−1=(kn)−1=n−1k−1x^{-1} = (kn)^{-1} = n^{-1}k^{-1}. Como NN es normal en GG, para todo k−1∈Kk^{-1} \in K y n−1∈Nn^{-1} \in N, existe n4∈Nn_4 \in N tal que n−1k−1=k−1n4n^{-1}k^{-1} = k^{-1}n_4. Por lo tanto, x−1=k−1n4x^{-1} = k^{-1}n_4. Como KK es un subgrupo, k−1∈Kk^{-1} \in K. Como n4∈Nn_4 \in N, entonces x−1=k−1n4∈KNx^{-1} = k^{-1}n_4 \in KN. Por lo tanto, todo elemento en KNKN tiene su inverso en KNKN.




Dado que KNKN es cerrado bajo la operación, contiene el elemento identidad y contiene los inversos de sus elementos, KNKN es un subgrupo de GG.


	K∩NK \cap N es un subgrupo normal de KK.




	K∩NK \cap N es un subgrupo de KK: La intersección de dos subgrupos siempre es un subgrupo. Como KK y NN son subgrupos de GG, K∩NK \cap N es un subgrupo de GG. Por definición, K∩NK \cap N es también un subconjunto de KK, por lo tanto, K∩NK \cap N es un subgrupo de KK.


	K∩NK \cap N es normal en KK: Debemos demostrar que para todo k∈Kk \in K y todo x∈K∩Nx \in K \cap N, se cumple que kxk−1∈K∩Nkxk^{-1} \in K \cap N.




Sea k∈Kk \in K y x∈K∩Nx \in K \cap N. Como K∩N⊆NK \cap N \subseteq N, entonces x∈Nx \in N. Como NN es normal en GG, para todo k∈K⊆Gk \in K \subseteq G y x∈Nx \in N, se tiene que kxk−1∈Nkxk^{-1} \in N. Además, como KK es un subgrupo y k,x,k−1∈Kk, x, k^{-1} \in K, entonces el producto kxk−1∈Kkxk^{-1} \in K (por cierre en KK). Como kxk−1∈Nkxk^{-1} \in N y kxk−1∈Kkxk^{-1} \in K, entonces kxk−1∈K∩Nkxk^{-1} \in K \cap N. Por lo tanto, K∩NK \cap N es un subgrupo normal de KK.


	KN/N≅K/(K∩N)KN/N \cong K/(K \cap N).



Para demostrar el isomorfismo KNN≅KK∩N\frac{KN}{N} \cong \frac{K}{K \cap N}, utilizaremos el Primer Teorema de Isomorfía. Debemos definir un homomorfismo ϕ:K→KN/N\phi \colon K \to KN/N, encontrar su núcleo y su imagen, y luego aplicar el teorema.

Definimos ϕ:K→KN/N\phi \colon K \to KN/N como ϕ(k)=kN={kn∣n∈N}\phi(k) = kN = \{kn \mid n \in N \} para todo k∈Kk \in K. Notemos que kNkN es una clase lateral derecha de NN en KNKN.


	ϕ\phi es un homomorfismo: Sean k1,k2∈Kk_1, k_2 \in K. Entonces ϕ(k1k2)=(k1k2)N={(k1k2)n∣n∈N}.
\phi(k_1k_2) = (k_1k_2)N = \{ (k_1k_2)n \mid n \in N \}.
 Consideremos el producto ϕ(k1)ϕ(k2)=(k1N)(k2N)\phi(k_1) \phi(k_2) = (k_1N)(k_2N). La multiplicación de clases laterales en el grupo cociente KN/NKN/N está bien definida porque NN es normal en GG (y por lo tanto normal en KNKN). Así, (k1N)(k2N)=(k1k2)(NN)=(k1k2)N.
(k_1N)(k_2N) = (k_1k_2)(NN) = (k_1k_2)N.
 Por lo tanto, ϕ(k1k2)=(k1k2)N=(k1N)(k2N)=ϕ(k1)ϕ(k2)\phi(k_1k_2) = (k_1k_2)N = (k_1N)(k_2N) = \phi(k_1) \phi(k_2). Esto demuestra que ϕ\phi es un homomorfismo.


	Imagen de ϕ\phi: La imagen de ϕ\phi es el conjunto de todas las clases laterales de la forma kNkN donde k∈Kk \in K. Por definición, Im(ϕ)={ϕ(k)∣k∈K}={kN∣k∈K}.
\operatorname{Im}(\phi) = \{ \phi(k) \mid k \in K \} = \{ kN \mid k \in K \}.
 Queremos demostrar que Im(ϕ)=KN/N={(kn)N∣k∈K,n∈N}\operatorname{Im}(\phi) = KN/N = \{ (kn)N \mid k \in K, n \in N \}.




Claramente, si y∈Im(ϕ)y \in \operatorname{Im}(\phi), entonces y=kNy = kN para algún k∈Kk \in K. Podemos escribir k=keGk = k e_G, donde eG∈Ne_G \in N. Así y=kN=(keG)Ny = kN = (ke_G)N, que tiene la forma (kn′)N(kn')N con k∈K,n′=eG∈Nk \in K, n' = e_G \in N. Por lo tanto y∈KN/Ny \in KN/N. Esto demuestra que Im(ϕ)⊆KN/N\operatorname{Im}(\phi) \subseteq KN/N.

Recíprocamente, sea z∈KN/Nz \in KN/N. Entonces z=(kn)Nz = (kn)N para algún k∈K,n∈Nk \in K, n \in N. Como NN es un subgrupo normal, nN=NnN = N. Por lo tanto, (kn)N=k(nN)=kN(kn)N = k(nN) = kN. Como k∈Kk \in K, kN=ϕ(k)∈Im(ϕ)kN = \phi(k) \in \operatorname{Im}(\phi). Esto demuestra que KN/N⊆Im(ϕ)KN/N \subseteq \operatorname{Im}(\phi).

Por lo tanto, Im(ϕ)=KN/N\operatorname{Im}(\phi) = KN/N. Concluimos que ϕ\phi es sobreyectivo sobre KN/NKN/N.


	Núcleo de ϕ\phi: El núcleo de ϕ\phi es el conjunto de elementos k∈Kk \in K que son mapeados al elemento identidad de KN/NKN/N, que es la clase lateral N=eGN={eGn∣n∈N}N = e_GN = \{e_Gn \mid n \in N \}. Es decir, ker(ϕ)={k∈K∣ϕ(k)=N}={k∈K∣kN=N}.
\ker(\phi) = \{ k \in K \mid \phi(k) = N \} = \{ k \in K \mid kN = N \}.
 La condición kN=NkN = N se cumple si y solo si k∈Nk \in N. Como también requerimos que k∈Kk \in K para que k∈ker(ϕ)k \in \ker(\phi), entonces ker(ϕ)={k∈K∣k∈N}=K∩N\ker(\phi) = \{ k \in K \mid k \in N \} = K \cap N.



Por lo tanto, ker(ϕ)=K∩N\ker(\phi) = K \cap N.

Ahora, aplicamos el Primer Teorema de Isomorfía, que establece que si ϕ:K→KN/N\phi \colon K \to KN/N es un homomorfismo, entonces K/ker(ϕ)≅Im(ϕ)K/\ker(\phi) \cong \operatorname{Im}(\phi). En nuestro caso, ker(ϕ)=K∩N\ker(\phi) = K \cap N y Im(ϕ)=KN/N\operatorname{Im}(\phi) = KN/N. Por lo tanto, KK∩N≅KNN.
\frac{K}{K \cap N} \cong \frac{KN}{N}.


Esto completa la demostración del Segundo Teorema de Isomorfía.



Tercer Teorema de Isomorfía

El Tercer Teorema de Isomorfía, a veces llamado “Teorema de Correspondencia”, describe la relación entre los subgrupos de un grupo cociente G/NG/N y los subgrupos de GG que contienen a NN.


Teorema 3.20 (Tercer Teorema de Isomorfía) Sea NN un subgrupo normal de un grupo GG. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de subgrupos de GG que contienen a NN y el conjunto de subgrupos del grupo cociente G/NG/N. Esta correspondencia se establece de la siguiente manera:


	Si HH es un subgrupo de GG tal que N⊆H⊆GN \subseteq H \subseteq G, entonces H/N={hN∣h∈H}H/N = \{hN \mid h \in H \} es un subgrupo de G/NG/N.

	Recíprocamente, si H‾\bar{H} es un subgrupo de G/NG/N, entonces existe un único subgrupo HH de GG tal que N⊆H⊆GN \subseteq H \subseteq G y H‾=H/N\bar{H} = H/N. Este subgrupo HH es la preimagen de H‾\bar{H} bajo la proyección canónica π:G→G/N\pi \colon G \to G/N, es decir, H=π−1(H‾)={g∈G∣gN∈H‾}H = \pi^{-1}(\bar{H}) = \{g \in G \mid gN \in \bar{H} \}.



Además, bajo esta correspondencia, se preserva la normalidad, es decir, HH es un subgrupo normal de GG si y solo si H/NH/N es un subgrupo normal de G/NG/N. Y en este caso, los cocientes correspondientes son isomorfos: G/NH/N≅GH.
\frac{G/N}{H/N} \cong \frac{G}{H}.





Prueba. Sea NN un subgrupo normal de un grupo GG. Demostraremos cada una de las partes del teorema:


	Correspondencia Biyectiva entre Subgrupos.



Definimos dos funciones, una en cada dirección, para establecer la correspondencia biyectiva.


	Función Φ\Phi de subgrupos de GG que contienen a NN a subgrupos de G/NG/N:



Sea 𝒮N(G)\mathcal{S}_N(G) el conjunto de subgrupos de GG que contienen a NN, es decir, 𝒮N(G)={H≤G∣N⊆H⊆G}\mathcal{S}_N(G) = \{H \le G \mid N \subseteq H \subseteq G \}.

Sea 𝒮(G/N)\mathcal{S}(G/N) el conjunto de subgrupos de G/NG/N. Definimos la función Φ:𝒮N(G)→𝒮(G/N)\Phi \colon \mathcal{S}_N(G) \to \mathcal{S}(G/N) como Φ(H)=H/N={hN∣h∈H}\Phi(H) = H/N = \{hN \mid h \in H \} para cada H∈𝒮N(G)H \in \mathcal{S}_N(G).

Primero debemos verificar que si H∈𝒮N(G)H \in \mathcal{S}_N(G), entonces Φ(H)=H/N\Phi(H) = H/N es realmente un subgrupo de G/NG/N. Ya sabemos que si HH es un subgrupo de GG y NN es un subgrupo normal de HH (que es cierto porque N⊆HN \subseteq H y NN es normal en GG, por lo tanto normal en HH), entonces H/NH/N es un grupo cociente, y por lo tanto, un subgrupo de sí mismo. Como H/NH/N está formado por clases laterales de NN en HH, y las operaciones se heredan de G/NG/N, entonces H/NH/N es de hecho un subgrupo de G/NG/N.


	Función Ψ\Psi de subgrupos de G/NG/N a subgrupos de GG que contienen a NN:



Definimos la función Ψ:𝒮(G/N)→𝒮N(G)\Psi \colon \mathcal{S}(G/N) \to \mathcal{S}_N(G). Sea H‾∈𝒮(G/N)\bar{H} \in \mathcal{S}(G/N) un subgrupo de G/NG/N. Definimos Ψ(H‾)=π−1(H‾)={g∈G∣π(g)∈H‾}={g∈G∣gN∈H‾}\Psi(\bar{H}) = \pi^{-1}(\bar{H}) = \{g \in G \mid \pi(g) \in \bar{H} \} = \{g \in G \mid gN \in \bar{H} \}, donde π:G→G/N\pi \colon G \to G/N es la proyección canónica π(g)=gN\pi(g) = gN.

Debemos verificar que Ψ(H‾)=H=π−1(H‾)\Psi(\bar{H}) = H = \pi^{-1}(\bar{H}) es un subgrupo de GG que contiene a NN.


	H=π−1(H‾)H = \pi^{-1}(\bar{H}) es un subgrupo de GG: Ya demostramos en resultados anteriores que la preimagen de un subgrupo bajo un homomorfismo es un subgrupo. Como π\pi es un homomorfismo, y H‾\bar{H} es un subgrupo de G/NG/N, entonces H=π−1(H‾)H = \pi^{-1}(\bar{H}) es un subgrupo de GG.


	N⊆H=π−1(H‾)N \subseteq H = \pi^{-1}(\bar{H}): Debemos demostrar que si n∈Nn \in N, entonces n∈H=π−1(H‾)n \in H = \pi^{-1}(\bar{H}). Si n∈Nn \in N, entonces π(n)=nN=N=eG/N\pi(n) = nN = N = e_{G/N}, donde eG/N=Ne_{G/N} = N es el elemento neutro de G/NG/N. Como H‾\bar{H} es un subgrupo de G/NG/N, debe contener el elemento neutro, es decir, eG/N=N∈H‾e_{G/N} = N \in \bar{H}. Por lo tanto, π(n)=N∈H‾\pi(n) = N \in \bar{H}, lo que significa que por la definición de preimagen, n∈π−1(H‾)=Hn \in \pi^{-1}(\bar{H}) = H. Por lo tanto, N⊆HN \subseteq H.


	Φ\Phi y Ψ\Psi son funciones inversas entre sí: Debemos demostrar que Φ∘Ψ=id𝒮(G/N)\Phi \circ \Psi = \operatorname{id}_{\mathcal{S}(G/N)} y Ψ∘Φ=id𝒮N(G)\Psi \circ \Phi = \operatorname{id}_{\mathcal{S}_N(G)}.


	(Φ∘Ψ)(H‾)=H‾(\Phi \circ \Psi)(\bar{H}) = \bar{H} para todo H‾∈𝒮(G/N)\bar{H} \in \mathcal{S}(G/N): Sea H‾∈𝒮(G/N)\bar{H} \in \mathcal{S}(G/N). Entonces (Φ∘Ψ)(H‾)=Φ(Ψ(H‾))=Φ(π−1(H‾))=π−1(H‾)/N(\Phi \circ \Psi)(\bar{H}) = \Phi(\Psi(\bar{H})) = \Phi(\pi^{-1}(\bar{H})) = \pi^{-1}(\bar{H}) / N. Debemos demostrar que π−1(H‾)/N=H‾\pi^{-1}(\bar{H}) / N = \bar{H}.




Sea y∈π−1(H‾)/Ny \in \pi^{-1}(\bar{H}) / N. Entonces y=hNy = hN para algún h∈π−1(H‾)h \in \pi^{-1}(\bar{H}). Como h∈π−1(H‾)h \in \pi^{-1}(\bar{H}), entonces π(h)=hN∈H‾\pi(h) = hN \in \bar{H}. Por lo tanto, y=hN∈H‾y = hN \in \bar{H}. Esto demuestra que π−1(H‾)/N⊆H‾\pi^{-1}(\bar{H}) / N \subseteq \bar{H}.

Recíprocamente, sea h‾∈H‾\bar{h} \in \bar{H}. Como H‾⊆G/N\bar{H} \subseteq G/N, entonces h‾\bar{h} es una clase lateral de la forma hNhN para algún h∈Gh \in G. Como h‾=hN∈H‾\bar{h} = hN \in \bar{H}, por definición de preimagen, h∈π−1(H‾)h \in \pi^{-1}(\bar{H}). Entonces h‾=hN\bar{h} = hN es una clase lateral de NN con representante h∈π−1(H‾)h \in \pi^{-1}(\bar{H}). Por lo tanto, h‾=hN∈π−1(H‾)/N\bar{h} = hN \in \pi^{-1}(\bar{H}) / N. Esto demuestra que H‾⊆π−1(H‾)/N\bar{H} \subseteq \pi^{-1}(\bar{H}) / N.

Por lo tanto, π−1(H‾)/N=H‾\pi^{-1}(\bar{H}) / N = \bar{H}, es decir, (Φ∘Ψ)(H‾)=H‾(\Phi \circ \Psi)(\bar{H}) = \bar{H}.


	(Ψ∘Φ)(H)=H(\Psi \circ \Phi)(H) = H para todo H∈𝒮N(G)H \in \mathcal{S}_N(G):



Sea H∈𝒮N(G)H \in \mathcal{S}_N(G), es decir, HH es un subgrupo de GG que contiene a NN. Entonces (Ψ∘Φ)(H)=Ψ(Φ(H))=Ψ(H/N)=π−1(H/N)={g∈G∣π(g)∈H/N}={g∈G∣gN∈H/N}(\Psi \circ \Phi)(H) = \Psi(\Phi(H)) = \Psi(H/N) = \pi^{-1}(H/N) = \{g \in G \mid \pi(g) \in H/N \} = \{g \in G \mid gN \in H/N \}. Debemos demostrar que {g∈G∣gN∈H/N}=H\{g \in G \mid gN \in H/N \} = H.

Sea g∈Hg \in H. Entonces gN∈H/N={hN∣h∈H}gN \in H/N = \{hN \mid h \in H \} por definición de H/NH/N. Por lo tanto, g∈{g′∈G∣g′N∈H/N}g \in \{g' \in G \mid g'N \in H/N \}. Esto demuestra que H⊆{g′∈G∣g′N∈H/N}H \subseteq \{g' \in G \mid g'N \in H/N \}.

Recíprocamente, sea g∈{g′∈G∣g′N∈H/N}g \in \{g' \in G \mid g'N \in H/N \}. Entonces gN∈H/NgN \in H/N. Por definición de H/NH/N, gNgN es una clase lateral de la forma hNhN para algún h∈Hh \in H. Es decir, gN=hNgN = hN para algún h∈Hh \in H. Esto implica que g∈hNg \in hN. Por lo tanto, g=hn′g = hn' para algún h∈H,n′∈Nh \in H, n' \in N. Como HH es un subgrupo y h∈H,N⊆Hh \in H, N \subseteq H, entonces n′∈Hn' \in H. Como h∈Hh \in H y n′∈Hn' \in H, y HH es un subgrupo, el producto hn′∈Hhn' \in H. Por lo tanto, g=hn′∈Hg = hn' \in H. Esto demuestra que {g′∈G∣g′N∈H/N}⊆H\{g' \in G \mid g'N \in H/N \} \subseteq H.

Por lo tanto, {g′∈G∣g′N∈H/N}=H\{g' \in G \mid g'N \in H/N \} = H, es decir, (Ψ∘Φ)(H)=H(\Psi \circ \Phi)(H) = H.

Como Φ∘Ψ=id𝒮(G/N)\Phi \circ \Psi = \operatorname{id}_{\mathcal{S}(G/N)} y Ψ∘Φ=id𝒮N(G)\Psi \circ \Phi = \operatorname{id}_{\mathcal{S}_N(G)}, las funciones Φ\Phi y Ψ\Psi son inversas entre sí, y por lo tanto, establecen una correspondencia biyectiva entre 𝒮N(G)\mathcal{S}_N(G) y 𝒮(G/N)\mathcal{S}(G/N).


	Preservación de la Normalidad e Isomorfía de Cocientes.




	Preservación de la Normalidad: Debemos demostrar que HH es normal en GG si y solo si H/NH/N es normal en G/NG/N.


	Directa (⇒\Rightarrow): Supongamos que HH es normal en GG, donde N⊆H⊆GN \subseteq H \subseteq G. Queremos demostrar que H/NH/N es normal en G/NG/N. Sea gN∈G/NgN \in G/N y hN∈H/NhN \in H/N. Debemos verificar que (gN)(hN)(gN)−1∈H/N(gN)(hN)(gN)^{-1} \in H/N.




(gN)(hN)(gN)−1=(ghg−1)N(gN)(hN)(gN)^{-1} = (ghg^{-1})N. Como HH es normal en GG, para todo g∈Gg \in G y h∈Hh \in H, se tiene que ghg−1∈Hghg^{-1} \in H. Como ghg−1∈Hghg^{-1} \in H, entonces (ghg−1)N∈H/N={h′N∣h′∈H}(ghg^{-1})N \in H/N = \{h'N \mid h' \in H \}. Por lo tanto, (gN)(hN)(gN)−1∈H/N(gN)(hN)(gN)^{-1} \in H/N, y H/NH/N es normal en G/NG/N.


	Recíproca (⇐\Leftarrow): Supongamos que H/NH/N es normal en G/NG/N. Queremos demostrar que H=π−1(H/N)H = \pi^{-1}(H/N) es normal en GG. Sea g∈Gg \in G y h∈H=π−1(H/N)h \in H = \pi^{-1}(H/N). Debemos demostrar que ghg−1∈Hghg^{-1} \in H. Como h∈H=π−1(H/N)h \in H = \pi^{-1}(H/N), entonces π(h)=hN∈H/N\pi(h) = hN \in H/N. Como H/NH/N es normal en G/NG/N, y gN=π(g)∈G/NgN = \pi(g) \in G/N, y hN=π(h)∈H/NhN = \pi(h) \in H/N, entonces (gN)(hN)(gN)−1∈H/N(gN)(hN)(gN)^{-1} \in H/N. (gN)(hN)(gN)−1=(ghg−1)N=π(ghg−1)(gN)(hN)(gN)^{-1} = (ghg^{-1})N = \pi(ghg^{-1}). Como (ghg−1)N=π(ghg−1)∈H/N(ghg^{-1})N = \pi(ghg^{-1}) \in H/N, por definición de preimagen, ghg−1∈π−1(H/N)=Hghg^{-1} \in \pi^{-1}(H/N) = H. Por lo tanto, ghg−1∈Hghg^{-1} \in H, y HH es normal en GG.


	Isomorfía de Cocientes: G/NH/N≅GH\frac{G/N}{H/N} \cong \frac{G}{H}.




Consideremos el homomorfismo cociente ϕ:G/N→G/H\phi \colon G/N \to G/H definido por ϕ(gN)=gH\phi(gN) = gH. Primero debemos verificar que ϕ\phi está bien definido. Si g1N=g2Ng_1N = g_2N, entonces g2−1g1∈N⊆Hg_2^{-1}g_1 \in N \subseteq H. Como g2−1g1∈Hg_2^{-1}g_1 \in H, entonces g1H=g2Hg_1H = g_2H. Por lo tanto, ϕ(g1N)=g1H=g2H=ϕ(g2N)\phi(g_1N) = g_1H = g_2H = \phi(g_2N), y ϕ\phi está bien definido.


	ϕ\phi es un homomorfismo: Sea g1N,g2N∈G/Ng_1N, g_2N \in G/N. Entonces ϕ((g1N)(g2N))=ϕ((g1g2)N)=(g1g2)H=(g1H)(g2H)=ϕ(g1N)ϕ(g2N)\phi((g_1N)(g_2N)) = \phi((g_1g_2)N) = (g_1g_2)H = (g_1H)(g_2H) = \phi(g_1N) \phi(g_2N). Por lo tanto, ϕ\phi es un homomorfismo.


	ϕ\phi es sobreyectivo: Sea gH∈G/HgH \in G/H. Entonces gN∈G/NgN \in G/N. Consideremos ϕ(gN)=gH\phi(gN) = gH. Por lo tanto, para todo gH∈G/HgH \in G/H, existe gN∈G/NgN \in G/N tal que ϕ(gN)=gH\phi(gN) = gH. Por lo tanto, ϕ\phi es sobreyectivo.


	Núcleo de ϕ\phi: ker(ϕ)={gN∈G/N∣ϕ(gN)=eG/H=H}={gN∈G/N∣gH=H}={gN∈G/N∣g∈H}\ker(\phi) = \{ gN \in G/N \mid \phi(gN) = e_{G/H} = H \} = \{ gN \in G/N \mid gH = H \} = \{ gN \in G/N \mid g \in H \}. El conjunto {g∈G∣g∈H}\{ g \in G \mid g \in H \} es simplemente HH. Por lo tanto, ker(ϕ)={gN∣g∈H}=H/N\ker(\phi) = \{ gN \mid g \in H \} = H/N.




Aplicando el Primer Teorema de Isomorfía a ϕ:G/N→G/H\phi \colon G/N \to G/H, tenemos que (G/N)/ker(ϕ)≅Im(ϕ)(G/N)/\ker(\phi) \cong \operatorname{Im}(\phi). En nuestro caso, ker(ϕ)=H/N\ker(\phi) = H/N y Im(ϕ)=G/H\operatorname{Im}(\phi) = G/H (ya que ϕ\phi es sobreyectivo). Por lo tanto, G/NH/N≅GH.
\frac{G/N}{H/N} \cong \frac{G}{H}.


Con esto, hemos demostrado todas las partes del Tercer Teorema de Isomorfía.



Los teoremas de isomorfía, especialmente el Primero, son herramientas esenciales en la teoría de grupos. Permiten simplificar el estudio de grupos complejos, relacionándolos con grupos cociente y homomorfismos, y proporcionan una comprensión más profunda de la estructura algebraica.



3.1.5.2.2 Clasificación de grupos cíclicos mediante isomorfismos

En este apartado presentamos unas consecuencias importantes de la aplicación de los isomorfismos a casos de grupos ya conocidos.


Teorema 3.21 (Clasificación de grupos cíclicos finitos) Sea GG un grupo cíclico finito de orden nn. Entonces GG es isomorfo al grupo aditivo de los enteros módulo nn, (ℤn,+n)(\mathbb{Z}_n, +_n).




Prueba. Sea GG un grupo cíclico finito de orden nn. Por definición de grupo cíclico, existe un elemento g∈Gg \in G tal que G=⟨g⟩={e,g,g2,…,gn−1}G = \langle g \rangle = \{e, g, g^2, \dots, g^{n-1} \}, donde ee es el elemento neutro de GG y gn=eg^n = e. Además, todos los elementos e,g,g2,…,gn−1e, g, g^2, \dots, g^{n-1} son distintos, ya que el orden de GG es nn.

Consideremos el grupo aditivo de los enteros módulo nn, (ℤn,+n)={[0]n,[1]n,[2]n,…,[n−1]n}(\mathbb{Z}_n, +_n) = \{[0]_n, [1]_n, [2]_n, \dots, [n-1]_n \}. Recordemos que la operación en ℤn\mathbb{Z}_n es la suma módulo nn, denotada por +n+_n.

Para demostrar que GG y (ℤn,+n)(\mathbb{Z}_n, +_n) son isomorfos, debemos construir un isomorfismo φ:G→ℤn\varphi \colon G \to \mathbb{Z}_n. Definimos la función φ:G→ℤn\varphi \colon G \to \mathbb{Z}_n de la siguiente manera: φ(gk)=[k]n,para k=0,1,2,…,n−1.
\varphi(g^k) = [k]_n, \qquad \text{para } k = 0, 1, 2, \dots, n-1.
 Como G={e,g,g2,…,gn−1}={g0,g1,g2,…,gn−1}G = \{e, g, g^2, \dots, g^{n-1} \} = \{g^0, g^1, g^2, \dots, g^{n-1} \}, esta función φ\varphi está definida para todos los elementos de GG. Debemos verificar que φ\varphi es un isomorfismo, es decir, que es biyectiva y un homomorfismo.

1. Biyectividad de φ\varphi:


	Inyectividad: Supongamos que φ(gk1)=φ(gk2)\varphi(g^{k_1}) = \varphi(g^{k_2}) para algunos gk1,gk2∈Gg^{k_1}, g^{k_2} \in G. Por la definición de φ\varphi, esto significa que [k1]n=[k2]n[k_1]_n = [k_2]_n en ℤn\mathbb{Z}_n. Por la definición de igualdad en ℤn\mathbb{Z}_n, [k1]n=[k2]n[k_1]_n = [k_2]_n si y solo si k1≡k2(modn)k_1 \equiv k_2 \pmod{n}, lo que significa que nn divide a k1−k2k_1 - k_2, es decir, k1−k2=mnk_1 - k_2 = mn para algún entero mm. Luego, k1=k2+mnk_1 = k_2 + mn. Consideremos los elementos correspondientes en GG: gk1=gk2+mn=gk2⋅gmn=gk2⋅(gn)m=gk2⋅em=gk2⋅e=gk2.
g^{k_1} = g^{k_2 + mn} = g^{k_2} \cdot g^{mn} = g^{k_2} \cdot (g^n)^m = g^{k_2} \cdot e^m = g^{k_2} \cdot e = g^{k_2}.
 Por lo tanto, si φ(gk1)=φ(gk2)\varphi(g^{k_1}) = \varphi(g^{k_2}), entonces gk1=gk2g^{k_1} = g^{k_2}. Esto demuestra que φ\varphi es inyectiva.


	Sobreyectividad: Sea [j]n∈ℤn[j]_n \in \mathbb{Z}_n un elemento arbitrario de ℤn\mathbb{Z}_n. Debemos encontrar un elemento x∈Gx \in G tal que φ(x)=[j]n\varphi(x) = [j]_n. Tomemos el elemento x=gj∈Gx = g^j \in G. Por la definición de φ\varphi, tenemos φ(gj)=[j]n\varphi(g^j) = [j]_n. Por lo tanto, para todo [j]n∈ℤn[j]_n \in \mathbb{Z}_n, existe gj∈Gg^j \in G tal que φ(gj)=[j]n\varphi(g^j) = [j]_n. Esto demuestra que φ\varphi es sobreyectiva.




Como φ\varphi es inyectiva y sobreyectiva, φ\varphi es biyectiva.

2. Homomorfismo de φ\varphi:

Debemos verificar que φ\varphi preserva la operación de grupo. Sean x,y∈Gx, y \in G. Como GG es cíclico generado por gg, existen enteros k1,k2k_1, k_2 tales que x=gk1x = g^{k_1} e y=gk2y = g^{k_2}, donde 0≤k1,k2≤n−10 \le k_1, k_2 \le n-1. Consideremos el producto x*y=gk1*gk2=gk1+k2x \ast y = g^{k_1} \ast g^{k_2} = g^{k_1 + k_2} en GG. Debemos verificar si φ(x*y)=φ(x)+nφ(y)\varphi(x \ast y) = \varphi(x) +_n \varphi(y).

Tenemos φ(x)=φ(gk1)=[k1]n\varphi(x) = \varphi(g^{k_1}) = [k_1]_n y φ(y)=φ(gk2)=[k2]n\varphi(y) = \varphi(g^{k_2}) = [k_2]_n. También, φ(x*y)=φ(gk1+k2)=[k1+k2]n\varphi(x \ast y) = \varphi(g^{k_1 + k_2}) = [k_1 + k_2]_n. Debemos verificar si [k1+k2]n=[k1]n+n[k2]n[k_1 + k_2]_n = [k_1]_n +_n [k_2]_n.

Por la definición de la suma en ℤn\mathbb{Z}_n, la suma de las clases de congruencia [k1]n[k_1]_n y [k2]n[k_2]_n es [k1]n+n[k2]n=[k1+k2]n[k_1]_n +_n [k_2]_n = [k_1 + k_2]_n. Por lo tanto, se cumple que φ(x*y)=φ(gk1+k2)=[k1+k2]n=[k1]n+n[k2]n=φ(gk1)+nφ(gk2)=φ(x)+nφ(y).
\varphi(x \ast y) = \varphi(g^{k_1 + k_2}) = [k_1 + k_2]_n = [k_1]_n +_n [k_2]_n = \varphi(g^{k_1}) +_n \varphi(g^{k_2}) = \varphi(x) +_n \varphi(y).
 Esto demuestra que φ\varphi es un homomorfismo de grupos.

Como φ:G→ℤn\varphi \colon G \to \mathbb{Z}_n es una función biyectiva y un homomorfismo, φ\varphi es un isomorfismo de grupos. Por lo tanto, G≅(ℤn,+n)G \cong (\mathbb{Z}_n, +_n).



Hemos demostrado que cualquier grupo cíclico finito GG de orden nn es isomorfo al grupo aditivo de los enteros módulo nn, (ℤn,+n)(\mathbb{Z}_n, +_n). Esto significa que, desde el punto de vista de la estructura de grupo, solo hay un grupo cíclico de orden nn, que es esencialmente (ℤn,+n)(\mathbb{Z}_n, +_n).


Teorema 3.22 (Clasificación de grupos cíclicos infinitos) Sea GG un grupo cíclico infinito. Entonces GG es isomorfo al grupo aditivo de los enteros, (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +).




Prueba. Sea GG un grupo cíclico infinito. Por definición, existe un elemento g∈Gg \in G tal que G=⟨g⟩={gk∣k∈ℤ}={…,g−2,g−1,e,g,g2,…}G = \langle g \rangle = \{g^k \mid k \in \mathbb{Z} \} = \{ \dots, g^{-2}, g^{-1}, e, g, g^2, \dots \}, donde ee es el elemento neutro de GG. Como GG es infinito, todos los elementos gkg^k para k∈ℤk \in \mathbb{Z} son distintos. Si existieran k1,k2∈ℤk_1, k_2 \in \mathbb{Z} con k1≠k2k_1 \neq k_2 tales que gk1=gk2g^{k_1} = g^{k_2}, entonces gk1−k2=eg^{k_1 - k_2} = e. Si k1−k2≠0k_1 - k_2 \neq 0, entonces existiría un entero positivo m=|k1−k2|m = |k_1 - k_2| tal que gm=eg^m = e, lo que implicaría que el orden de gg es finito y GG sería finito, contradiciendo la hipótesis de que GG es infinito. Por lo tanto, para k1≠k2k_1 \neq k_2, se tiene gk1≠gk2g^{k_1} \neq g^{k_2}.

Consideremos el grupo aditivo de los enteros, (ℤ,+)={…,−2,−1,0,1,2,…}(\mathbb{Z}, +) = \{ \dots, -2, -1, 0, 1, 2, \dots \}, con la operación de suma usual.

Para demostrar que GG y (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) son isomorfos, debemos construir un isomorfismo φ:G→ℤ\varphi \colon G \to \mathbb{Z}. Definimos la función φ:G→ℤ\varphi \colon G \to \mathbb{Z} de la siguiente manera: φ(gk)=k,para todo k∈ℤ.
\varphi(g^k) = k, \qquad \text{para todo } k \in \mathbb{Z}.
 Como G={gk∣k∈ℤ}G = \{g^k \mid k \in \mathbb{Z} \}, esta función φ\varphi está definida para todos los elementos de GG. Debemos verificar que φ\varphi es un isomorfismo, es decir, que es biyectiva y un homomorfismo.

1. Biyectividad de φ\varphi:


	Inyectividad: Supongamos que φ(gk1)=φ(gk2)\varphi(g^{k_1}) = \varphi(g^{k_2}) para algunos gk1,gk2∈Gg^{k_1}, g^{k_2} \in G. Por la definición de φ\varphi, esto significa que k1=k2k_1 = k_2. Como los exponentes son iguales, los elementos originales también son iguales: gk1=gk2g^{k_1} = g^{k_2}. Por lo tanto, φ\varphi es inyectiva.


	Sobreyectividad: Sea m∈ℤm \in \mathbb{Z} un entero arbitrario. Debemos encontrar un elemento x∈Gx \in G tal que φ(x)=m\varphi(x) = m. Tomemos el elemento x=gm∈Gx = g^m \in G. Por la definición de φ\varphi, tenemos φ(gm)=m\varphi(g^m) = m. Por lo tanto, para todo m∈ℤm \in \mathbb{Z}, existe gm∈Gg^m \in G tal que φ(gm)=m\varphi(g^m) = m. Esto demuestra que φ\varphi es sobreyectiva.




Como φ\varphi es inyectiva y sobreyectiva, φ\varphi es biyectiva.

2. Homomorfismo de φ\varphi:

Debemos verificar que φ\varphi preserva la operación de grupo. Sean x,y∈Gx, y \in G. Como GG es cíclico generado por gg, existen enteros k1,k2k_1, k_2 tales que x=gk1x = g^{k_1} e y=gk2y = g^{k_2}. Consideremos el producto x*y=gk1*gk2=gk1+k2x \ast y = g^{k_1} \ast g^{k_2} = g^{k_1 + k_2} en GG. Debemos verificar si φ(x*y)=φ(x)+φ(y)\varphi(x \ast y) = \varphi(x) + \varphi(y).

Tenemos φ(x)=φ(gk1)=k1\varphi(x) = \varphi(g^{k_1}) = k_1 y φ(y)=φ(gk2)=k2\varphi(y) = \varphi(g^{k_2}) = k_2. También, φ(x*y)=φ(gk1+k2)=k1+k2\varphi(x \ast y) = \varphi(g^{k_1 + k_2}) = k_1 + k_2. Debemos verificar si k1+k2=φ(gk1)+φ(gk2)k_1 + k_2 = \varphi(g^{k_1}) + \varphi(g^{k_2}).

Por la definición de φ\varphi, tenemos directamente que φ(x*y)=φ(gk1+k2)=k1+k2=φ(gk1)+φ(gk2)=φ(x)+φ(y)\varphi(x \ast y) = \varphi(g^{k_1 + k_2}) = k_1 + k_2 = \varphi(g^{k_1}) + \varphi(g^{k_2}) = \varphi(x) + \varphi(y). Por lo tanto, se cumple que φ(x*y)=φ(x)+φ(y).
\varphi(x \ast y) = \varphi(x) + \varphi(y).
 Esto demuestra que φ\varphi es un homomorfismo de grupos.

Como φ:G→ℤ\varphi \colon G \to \mathbb{Z} es una función biyectiva y un homomorfismo, φ\varphi es un isomorfismo de grupos. Por lo tanto, G≅(ℤ,+)G \cong (\mathbb{Z}, +).






3.1.5.3 🔴 Automorfismos de Grupos

Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en sí mismo. Es decir, si (G,*)(G, \ast) es un grupo, un automorfismo de GG es un isomorfismo ψ:G→G\psi \colon G \to G. Los automorfismos preservan todas las propiedades algebraicas de un grupo, ya que son isomorfismos, pero además, al ser endomorfismos (homomorfismos de un grupo en sí mismo) y biyectivos, revelan la simetría interna de la estructura del grupo.


Definición 3.11 Definición (Automorfismo). Sea (G,*)(G, \ast) un grupo. Una función ψ:G→G\psi \colon G \to G es un automorfismo de GG si cumple las siguientes condiciones:


	Homomorfismo: Para todo g1,g2∈Gg_1, g_2 \in G, ψ(g1*g2)=ψ(g1)*ψ(g2)\psi(g_1 \ast g_2) = \psi(g_1) \ast \psi(g_2).

	Biyectiva: ψ\psi es tanto inyectiva como sobreyectiva.





Como los automorfismos son isomorfismos, heredan todas las propiedades de los isomorfismos que hemos discutido previamente.

El grupo de Automorfismos

El conjunto de todos los automorfismos de un grupo GG, denotado por Aut(G)\operatorname{Aut}(G), forma un grupo bajo la operación de composición de funciones.


Teorema 3.23 Sea GG un grupo y Aut(G)\operatorname{Aut}(G) el conjunto de todos los automorfismos de GG. Entonces (Aut(G),∘)(\operatorname{Aut}(G), \circ) es un grupo, donde ∘\circ denota la composición de funciones.




Prueba. Para demostrar que Aut(G)\operatorname{Aut}(G) es un grupo bajo la composición, debemos verificar las propiedades de cierre, asociatividad, elemento identidad y existencia de inversos.


	Cierre: Sean ψ,ϕ∈Aut(G)\psi, \phi \in \operatorname{Aut}(G). Entonces ψ:G→G\psi \colon G \to G y ϕ:G→G\phi \colon G \to G son automorfismos. Consideremos la composición ψ∘ϕ:G→G\psi \circ \phi \colon G \to G.




	Homomorfismo: (ψ∘ϕ)(g1*g2)=ψ(ϕ(g1*g2))=ψ(ϕ(g1)*ϕ(g2))(\psi \circ \phi)(g_1 \ast g_2) = \psi(\phi(g_1 \ast g_2)) = \psi(\phi(g_1) \ast \phi(g_2)) (ya que ϕ\phi es homomorfismo). Como ψ\psi es homomorfismo, ψ(ϕ(g1)*ϕ(g2))=ψ(ϕ(g1))*ψ(ϕ(g2))=(ψ∘ϕ)(g1)*(ψ∘ϕ)(g2)\psi(\phi(g_1) \ast \phi(g_2)) = \psi(\phi(g_1)) \ast \psi(\phi(g_2)) = (\psi \circ \phi)(g_1) \ast (\psi \circ \phi)(g_2). Por lo tanto, ψ∘ϕ\psi \circ \phi es un homomorfismo.

	Biyectiva: La composición de dos funciones biyectivas es biyectiva. Como ψ\psi y ϕ\phi son biyectivas, ψ∘ϕ\psi \circ \phi es biyectiva. Por lo tanto, ψ∘ϕ\psi \circ \phi es un automorfismo de GG, es decir, ψ∘ϕ∈Aut(G)\psi \circ \phi \in \operatorname{Aut}(G).




	Asociatividad: La composición de funciones es asociativa en general. Por lo tanto, la composición en Aut(G)\operatorname{Aut}(G) es asociativa.


	Elemento Identidad: La función identidad idG:G→G\operatorname{id}_G \colon G \to G definida por idG(g)=g\operatorname{id}_G(g) = g para todo g∈Gg \in G es un automorfismo de GG.





	Homomorfismo: idG(g1*g2)=g1*g2=idG(g1)*idG(g2)\operatorname{id}_G(g_1 \ast g_2) = g_1 \ast g_2 = \operatorname{id}_G(g_1) \ast \operatorname{id}_G(g_2).

	Biyectiva: La función identidad es claramente biyectiva. Por lo tanto, idG∈Aut(G)\operatorname{id}_G \in \operatorname{Aut}(G), y idG\operatorname{id}_G es el elemento identidad en Aut(G)\operatorname{Aut}(G) bajo la composición.




	Inversos: Sea ψ∈Aut(G)\psi \in \operatorname{Aut}(G). Entonces ψ:G→G\psi \colon G \to G es un isomorfismo. Sabemos que la función inversa ψ−1:G→G\psi^{-1} \colon G \to G también es un isomorfismo (y en este caso, un automorfismo, ya que el codominio es también GG). Por lo tanto, ψ−1∈Aut(G)\psi^{-1} \in \operatorname{Aut}(G). Además, ψ∘ψ−1=ψ−1∘ψ=idG\psi \circ \psi^{-1} = \psi^{-1} \circ \psi = \operatorname{id}_G.



Dado que Aut(G)\operatorname{Aut}(G) cumple con las propiedades de cierre, asociatividad, elemento identidad e inversos bajo la composición, (Aut(G),∘)(\operatorname{Aut}(G), \circ) es un grupo.








Ejemplo 3.23  


	Grupo Cíclico ℤn\mathbb{Z}_n: Para el grupo cíclico ℤn={[0],[1],…,[n−1]}\mathbb{Z}_n = \{[0], [1], \dots, [n-1] \} bajo la adición módulo nn, los automorfismos están determinados por la imagen del generador [1][1]. Un automorfismo ψ:ℤn→ℤn\psi \colon \mathbb{Z}_n \to \mathbb{Z}_n debe mapear un generador a otro generador. Los generadores de ℤn\mathbb{Z}_n son las clases [a][a] tales que mcd(a,n)=1\operatorname{mcd}(a, n) = 1. Si [a][a] es un generador, entonces la función ψa:ℤn→ℤn\psi_a \colon \mathbb{Z}_n \to \mathbb{Z}_n definida por ψa([k])=[ak]n\psi_a([k]) = [ak]_n es un automorfismo de ℤn\mathbb{Z}_n si y solo si mcd(a,n)=1\operatorname{mcd}(a, n) = 1. El grupo de automorfismos Aut(ℤn)\operatorname{Aut}(\mathbb{Z}_n) es isomorfo al grupo de unidades del anillo ℤn\mathbb{Z}_n, denotado por U(ℤn)U(\mathbb{Z}_n) o ℤn×\mathbb{Z}_n^\times, que consiste en los elementos [a]∈ℤn[a] \in \mathbb{Z}_n tales que mcd(a,n)=1\operatorname{mcd}(a, n) = 1, con la operación de multiplicación módulo nn. Es decir, Aut(ℤn)≅U(ℤn)\operatorname{Aut}(\mathbb{Z}_n) \cong U(\mathbb{Z}_n).



Por ejemplo, para ℤ6={[0],[1],[2],[3],[4],[5]}\mathbb{Z}_6 = \{[0], [1], [2], [3], [4], [5] \}, los generadores son [1][1] y [5][5]. Los automorfismos de ℤ6\mathbb{Z}_6 son: * ψ1([k])=[1k]6=[k]6\psi_1([k]) = [1k]_6 = [k]_6 (automorfismo identidad). * ψ5([k])=[5k]6\psi_5([k]) = [5k]_6. Entonces Aut(ℤ6)={ψ1,ψ5}≅U(ℤ6)={[1],[5]}≅ℤ2\operatorname{Aut}(\mathbb{Z}_6) = \{ \psi_1, \psi_5 \} \cong U(\mathbb{Z}_6) = \{[1], [5] \} \cong \mathbb{Z}_2.


	Grupo de los Enteros (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +): Los automorfismos de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) son muy simples. Un automorfismo ψ:ℤ→ℤ\psi \colon \mathbb{Z} \to \mathbb{Z} debe ser un homomorfismo y biyectivo. Como homomorfismo, está determinado por la imagen de 11. Sea ψ(1)=a\psi(1) = a. Entonces ψ(k)=ψ(1+…+1)=kψ(1)=ak\psi(k) = \psi(1 + \dots + 1) = k\psi(1) = ak para todo k∈ℤk \in \mathbb{Z}. Para que ψ\psi sea un automorfismo, debe ser biyectivo. Para que sea sobreyectivo, para cada m∈ℤm \in \mathbb{Z}, debe existir k∈ℤk \in \mathbb{Z} tal que ψ(k)=ak=m\psi(k) = ak = m. Esto es posible si a=1a = 1 o a=−1a = -1.




	Si a=1a = 1, ψ(k)=k\psi(k) = k (automorfismo identidad).

	Si a=−1a = -1, ψ(k)=−k\psi(k) = -k (automorfismo de inversión). Por lo tanto, Aut(ℤ)={idℤ,ψ−1}\operatorname{Aut}(\mathbb{Z}) = \{ \operatorname{id}_{\mathbb{Z}}, \psi_{-1} \}, donde ψ−1(k)=−k\psi_{-1}(k) = -k. Aut(ℤ)≅ℤ2\operatorname{Aut}(\mathbb{Z}) \cong \mathbb{Z}_2.




	Grupo de Klein V4V_4: El grupo de Klein V4={e,a,b,c}V_4 = \{e, a, b, c \} (con a2=b2=c2=e,ab=c,ac=b,bc=aa^2 = b^2 = c^2 = e, ab = c, ac = b, bc = a) tiene automorfismos que permutan los elementos no identidad {a,b,c}\{a, b, c\}. De hecho, cualquier permutación de {a,b,c}\{a, b, c\} induce un automorfismo de V4V_4. Por ejemplo, la permutación (ab)(a \ b) induce el automorfismo ψ\psi con ψ(e)=e,ψ(a)=b,ψ(b)=a,ψ(c)=c\psi(e) = e, \psi(a) = b, \psi(b) = a, \psi(c) = c. El grupo de automorfismos de V4V_4 es isomorfo al grupo simétrico S3S_3, Aut(V4)≅S3\operatorname{Aut}(V_4) \cong S_3.





Los automorfismos son fundamentales para entender la estructura y simetría de los grupos, y juegan un papel importante en muchas áreas de la teoría de grupos y sus aplicaciones.



3.1.5.4 El teorema de Cayley

Los isomorfismos son herramientas poderosas para entender la relación entre diferentes grupos. Su importancia teórica se ve resaltada por el Teorema de Cayley, uno de los resultados más importantes y conceptualmente profundos de la teoría de grupos.


Teorema 3.24 (Cayley) Todo grupo GG es isomorfo a un subgrupo de un grupo simétrico. Más precisamente, para cualquier grupo GG, existe un conjunto XX tal que GG es isomorfo a un subgrupo de SXS_X. Si el grupo GG es finito y tiene nn elementos, entonces GG es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico SnS_n.




Prueba. Sea GG un grupo arbitrario y sea SGS_G el grupo simétrico de GG, es decir, el grupo de todas las biyecciones de GG en sí mismo, con la composición de funciones como operación.

Para cada elemento g∈Gg \in G, definimos una función ϕg:G→G\phi_g: G \to G como la multiplicación por la izquierda por gg: ϕg(x)=gx,para todo x∈G.
\phi_g(x) = gx, \quad \text{para todo } x \in G.


Paso 1: Demostrar que ϕg\phi_g es una permutación de GG (es decir, ϕg∈SG\phi_g \in S_G).

Para que ϕg\phi_g sea una permutación, debe ser biyectiva (inyectiva y sobreyectiva).


	Inyectividad: Supongamos que ϕg(x)=ϕg(y)\phi_g(x) = \phi_g(y) para algunos x,y∈Gx, y \in G. Entonces, por la definición de ϕg\phi_g, tenemos gx=gygx = gy. Multiplicando por la izquierda por g−1g^{-1} (que existe en GG porque GG es un grupo), obtenemos: g−1(gx)=g−1(gy)(g−1g)x=(g−1g)yex=ey(donde e es el elemento identidad de G)x=y\begin{align*}
  g^{-1}(gx) &= g^{-1}(gy) \\
  (g^{-1}g)x &= (g^{-1}g)y \\
  ex &= ey \quad \text{(donde $e$ es el elemento identidad de $G$)} \\
  x &= y
  \end{align*} Por lo tanto, ϕg\phi_g es inyectiva.


	Sobreyectividad: Sea y∈Gy \in G un elemento arbitrario. Necesitamos encontrar un x∈Gx \in G tal que ϕg(x)=y\phi_g(x) = y. Consideremos x=g−1yx = g^{-1}y. Como g−1g^{-1} y yy están en GG, y GG es un grupo (cerrado bajo la operación), x=g−1y∈Gx = g^{-1}y \in G. Ahora, calculemos ϕg(x)\phi_g(x): ϕg(x)=ϕg(g−1y)=g(g−1y)=(gg−1)y=ey=y
  \phi_g(x) = \phi_g(g^{-1}y) = g(g^{-1}y) = (gg^{-1})y = ey = y
   Por lo tanto, para cada y∈Gy \in G, existe un x∈Gx \in G (a saber, x=g−1yx = g^{-1}y) tal que ϕg(x)=y\phi_g(x) = y. Esto significa que ϕg\phi_g es sobreyectiva.




Como ϕg\phi_g es inyectiva y sobreyectiva, es una biyección de GG en sí mismo, es decir, ϕg∈SG\phi_g \in S_G.

Paso 2: Definir una función Φ:G→SG\Phi: G \to S_G y demostrar que es un homomorfismo.

Definimos una función Φ:G→SG\Phi: G \to S_G como: Φ(g)=ϕg,para todo g∈G.
\Phi(g) = \phi_g, \quad \text{para todo } g \in G.


Para demostrar que Φ\Phi es un homomorfismo, debemos verificar que Φ(gh)=Φ(g)∘Φ(h)\Phi(gh) = \Phi(g) \circ \Phi(h) para todo g,h∈Gg, h \in G, donde ∘\circ denota la composición de funciones en SGS_G.

Consideremos la composición (Φ(g)∘Φ(h))(x)(\Phi(g) \circ \Phi(h))(x) para cualquier x∈Gx \in G: (Φ(g)∘Φ(h))(x)=Φ(g)(Φ(h)(x))=Φ(g)(ϕh(x))=ϕg(ϕh(x))=ϕg(hx)=g(hx)=(gh)x\begin{align*}
    (\Phi(g) \circ \Phi(h))(x) &= \Phi(g)(\Phi(h)(x)) \\
    &= \Phi(g)(\phi_h(x)) \\
    &= \phi_g(\phi_h(x)) \\
    &= \phi_g(hx) \\
    &= g(hx) \\
    &= (gh)x
\end{align*}

Por otro lado, consideremos Φ(gh)(x)\Phi(gh)(x): Φ(gh)(x)=ϕgh(x)=(gh)x
\Phi(gh)(x) = \phi_{gh}(x) = (gh)x


Como (Φ(g)∘Φ(h))(x)=Φ(gh)(x)(\Phi(g) \circ \Phi(h))(x) = \Phi(gh)(x) para todo x∈Gx \in G, concluimos que Φ(gh)=Φ(g)∘Φ(h)\Phi(gh) = \Phi(g) \circ \Phi(h). Por lo tanto, Φ\Phi es un homomorfismo de grupos.

Paso 3: Demostrar que Φ\Phi es inyectivo.

Para demostrar que Φ\Phi es inyectivo, debemos mostrar que si Φ(g)=Φ(h)\Phi(g) = \Phi(h), entonces g=hg = h.

Supongamos que Φ(g)=Φ(h)\Phi(g) = \Phi(h). Esto significa que ϕg=ϕh\phi_g = \phi_h. Para que dos funciones sean iguales, deben ser iguales para todo elemento en su dominio. Por lo tanto, ϕg(x)=ϕh(x)\phi_g(x) = \phi_h(x) para todo x∈Gx \in G. En particular, esto debe ser cierto para el elemento identidad e∈Ge \in G: ϕg(e)=ϕh(e)
\phi_g(e) = \phi_h(e)
 Por la definición de ϕg\phi_g y ϕh\phi_h: ge=heg=h\begin{align*}
    ge &= he \\
    g &= h
\end{align*} Por lo tanto, Φ\Phi es inyectivo.

Paso 4: Conclusión.

Hemos demostrado que Φ:G→SG\Phi: G \to S_G es un homomorfismo inyectivo. Esto significa que GG es isomorfo a su imagen bajo Φ\Phi, que es Φ(G)={Φ(g)∣g∈G}={ϕg∣g∈G}\Phi(G) = \{\Phi(g) \mid g \in G\} = \{\phi_g \mid g \in G\}.

Como Φ(G)\Phi(G) es la imagen de un homomorfismo de grupos, es un subgrupo de SGS_G. Por lo tanto, GG es isomorfo a un subgrupo de SGS_G.



El Teorema de Cayley establece que, en esencia, todo grupo puede ser visto como un grupo de permutaciones. Aunque la definición abstracta de grupo puede parecer muy general, este teorema nos dice que podemos concretar cualquier estructura de grupo mediante permutaciones de un conjunto. En el caso de grupos finitos de orden nn, podemos “representar” el grupo como un subgrupo de SnS_n, el grupo de permutaciones de nn elementos.

El Teorema de Cayley destaca la importancia de los grupos simétricos como “grupos universales” en la teoría de grupos. Proporciona una herramienta conceptualmente poderosa para estudiar la estructura de grupos arbitrarios, permitiendo reducir su estudio al análisis de subgrupos de grupos simétricos, que a menudo son más concretos y manejables. Aunque en la práctica no siempre es la forma más eficiente de trabajar con grupos específicos, el Teorema de Cayley subraya la centralidad de los grupos simétricos y de la noción de isomorfismo en la teoría de grupos.



3.1.5.5 Aplicaciones de los Isomorfismos

La noción de isomorfismo y el estudio de los homomorfismos tienen aplicaciones fundamentales y de gran alcance en la teoría de grupos y en diversas áreas de las matemáticas y sus aplicaciones:


	Identificación de estructuras equivalentes: Los isomorfismos nos permiten reconocer que dos grupos que pueden parecer diferentes en su definición son, en realidad, la misma estructura algebraica, simplemente presentadas de manera distinta. Esto permite unificar el estudio de estructuras algebraicas aparentemente diversas.


	Simplificación del estudio de grupos: Si encontramos que un grupo dado es isomorfo a un grupo más conocido, más simple, o mejor comprendido, podemos utilizar nuestro conocimiento del grupo más simple para entender las propiedades del grupo original. Los isomorfismos permiten “transportar” información y resultados entre grupos isomorfos.


	Clasificación de grupos: La relación de isomorfismo es esencial para la clasificación de grupos. El objetivo de la teoría de clasificación de grupos es clasificar todos los posibles grupos “salvo isomorfismo”, es decir, agrupar los grupos en “clases de isomorfismo” de manera que dos grupos en la misma clase sean isomorfos, y grupos en clases diferentes no lo sean. Esta clasificación proporciona un mapa de todas las posibles estructuras de grupo.


	Conexiones entre áreas de las matemáticas: Los isomorfismos revelan conexiones profundas e inesperadas entre diferentes áreas de las matemáticas al identificar estructuras algebraicas comunes subyacentes a fenómenos aparentemente dispares. Por ejemplo, la teoría de grupos, a través de los isomorfismos, conecta la simetría geométrica (grupos de simetría) con la aritmética modular (grupos ℤn*\mathbb{Z}_n^*) y con la teoría de permutaciones (grupos simétricos), mostrando una unidad subyacente en la matemática.







3.1.6 Clases laterales y conjuntos cociente

Ahora estudiaremos una idea muy particular: aplicar la operación del grupo no solo entre elementos del grupo, sino de un elemento operando sobre un subgrupo. En terminología algebraica, esto se suele denominar la acción de un elemento sobre un grupo.


Definición 3.12 Sea (G,*)(G, \ast) un grupo y HH un subgrupo de GG. Para cualquier elemento x∈Gx \in G, definimos las clases laterales asociadas a HH y xx de la siguiente forma:


	Clase lateral izquierda de xx respecto de HH: Es el conjunto que se obtiene al operar por la izquierda cada elemento de HH por xx. Se denota por x*Hx \ast H y se define como: x*H={x*h∣h∈H}={g∈G∣g=x*h para algún h∈H}.
x\ast H = \{ x\ast h \mid h \in H\} = \{ g \in G \mid g = x \ast h \text{ para algún } h \in H \}.


	Clase lateral derecha de xx respecto de HH: Es el conjunto que se obtiene al operar por la derecha cada elemento de HH por xx. Se denota por H*xH \ast x y se define como: H*x={h*x∣h∈H}={g∈G∣g=h*x para algún h∈H}.
H\ast x = \{ h\ast x \mid h \in H\} = \{g \in G \mid g = h \ast x \text{ para algún } h \in H \}.






Las clases laterales son conjuntos de elementos de GG que se forman “desplazando” el subgrupo HH mediante la multiplicación por un elemento fijo x∈Gx \in G.


Ejemplo 3.24 Consideremos el grupo aditivo de los enteros (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) y el subgrupo H=3ℤ={…,−6,−3,0,3,6,…}H = 3\mathbb{Z} = \{\dots, -6, -3, 0, 3, 6, \dots\} de los múltiplos de 3. Tomemos un elemento x∈ℤx \in \mathbb{Z}, por ejemplo, x=1x = 1. La clase lateral izquierda de 11 respecto de 3ℤ3\mathbb{Z} es:

1+3ℤ={1+3k∣k∈ℤ}={…,−5,−2,1,4,7,…}.
1 + 3\mathbb{Z} = \{ 1 + 3k \mid k \in \mathbb{Z} \} = \{ \dots, -5, -2, 1, 4, 7, \dots \}.
 Esta es la clase de congruencia de 11 módulo 33, es decir, el conjunto de todos los enteros que dejan resto 11 al dividirlos por 33. En este caso, como (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) es abeliano, la clase lateral derecha coincide con la izquierda: 3ℤ+1=1+3ℤ3\mathbb{Z} + 1 = 1 + 3\mathbb{Z}. Las distintas clases laterales de 3ℤ3\mathbb{Z} en ℤ\mathbb{Z} son 0+3ℤ=3ℤ0+3\mathbb{Z} = 3\mathbb{Z}, 1+3ℤ1+3\mathbb{Z}, y 2+3ℤ2+3\mathbb{Z}. Estas clases laterales forman una partición de ℤ\mathbb{Z}.



Es fundamental entender que, en general, si el grupo GG no es abeliano, la clase lateral izquierda x*Hx \ast H y la clase lateral derecha H*xH \ast x no son necesariamente iguales.


Ejemplo 3.25 Consideremos el grupo simétrico S3S_3, que no es abeliano, y el subgrupo H={i,τ}={[1,2,3],[2,1,3]}H = \{i, \tau\} = \{[1,2,3], [2,1,3]\}, donde i=[1,2,3]i = [1,2,3] es la identidad y τ=[2,1,3]\tau = [2,1,3] es la transposición que intercambia 11 y 22.




Tomemos la permutación x=[1,3,2]∈S3x = [1,3,2] \in S_3. Vamos a calcular las clases laterales izquierda y derecha de xx con respecto a HH. Comenzamos con la clase lateral izquierda x∘Hx \circ H: x∘H={x∘σ∣σ∈H}={[1,3,2]∘[1,2,3],[1,3,2]∘[2,1,3]}={[1,3,2],[3,1,2]}.
x \circ H = \{ x \circ \sigma \mid \sigma \in H \} = \{ [1,3,2] \circ [1,2,3], [1,3,2] \circ [2,1,3] \} = \{ [1,3,2], [3,1,2] \}.









Calculamos la clase lateral derecha H∘xH \circ x: H∘x={σ∘x∣σ∈H}={[1,2,3]∘[1,3,2],[2,1,3]∘[1,3,2]}={[1,3,2],[2,3,1]}.
H \circ x = \{ \sigma \circ x \mid \sigma \in H \} = \{ [1,2,3] \circ [1,3,2], [2,1,3] \circ [1,3,2] \} = \{ [1,3,2], [2,3,1] \}.
 







Comparando las clases laterales, obtenemos: x∘H={[1,3,2],[3,1,2]},H∘x={[1,3,2],[2,3,1]}.
x \circ H = \{ [1,3,2], [3,1,2] \}, \qquad H \circ x = \{ [1,3,2], [2,3,1] \}.


Podemos ver que x∘H≠H∘xx\circ H \neq H\circ x. 



Propiedad fundamental de las clases laterales

Una propiedad crucial de las clases laterales es que dos clases laterales (izquierdas o derechas) son o bien iguales, o bien disjuntas.


Teorema 3.25 Sea HH un subgrupo de un grupo (G,*)(G, \ast), y sean a,b∈Ga, b \in G. Entonces, las clases laterales izquierdas a*Ha\ast H y b*Hb\ast H o son idénticas, o son completamente disjuntas. Y análogamente para clases laterales derechas.




Prueba. Denotemos por aHaH y bHbH dos clases laterales izquierdas de HH en GG, donde a,b∈Ga, b \in G. Nuestro objetivo es demostrar que se cumple una de dos posibilidades: o bien aHaH y bHbH son el mismo conjunto (aH=bHaH = bH), o bien no tienen ningún elemento en común (aH∩bH=⌀aH \cap bH = \varnothing).

Procederemos de forma condicional. Supongamos que las clases laterales aHaH y bHbH no son disjuntas. Esto significa que su intersección es no vacía, es decir, existe al menos un elemento común a ambas clases laterales: aH∩bH≠⌀aH \cap bH \neq \varnothing.

Si aH∩bH≠⌀aH \cap bH \neq \varnothing, entonces existe un elemento xx tal que x∈aHx \in aH y x∈bHx \in bH.


	Como x∈aHx \in aH, por la definición de clase lateral izquierda, existe algún h1∈Hh_1 \in H tal que x=ah1x = ah_1.

	Como x∈bHx \in bH, también existe algún h2∈Hh_2 \in H tal que x=bh2x = bh_2.



Igualando las expresiones para xx, obtenemos la igualdad ah1=bh2ah_1 = bh_2, es decir, a=bh2h1−1a = bh_2 h_1^{-1}.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que, a partir de esta igualdad, podemos concluir que las clases laterales aHaH y bHbH son, de hecho, el mismo conjunto. Para demostrar que aH=bHaH = bH, demostraremos la doble inclusión: aH⊆bHaH \subseteq bH y bH⊆aHbH \subseteq aH.

1. Inclusión aH⊆bHaH \subseteq bH:

Sea yy un elemento arbitrario de la clase lateral aHaH. Por definición, existe h∈Hh \in H tal que y=ahy = ah. Recordemos que hemos derivado la relación a=bh2h1−1a = bh_2 h_1^{-1}. Sustituyendo esta expresión para aa en la ecuación para yy: y=ah=(bh2h1−1)h
y = ah = (bh_2 h_1^{-1})h


Usando la asociatividad de la operación en GG, podemos reescribir esto como: y=b(h2h1−1h)
y = b(h_2 h_1^{-1} h)


Consideremos el elemento h′=h2h1−1hh' = h_2 h_1^{-1} h. Como HH es un subgrupo, y h2,h1−1,h∈Hh_2, h_1^{-1}, h \in H, el producto h′=h2h1−1hh' = h_2 h_1^{-1} h también pertenece a HH (por la clausura de HH). Por lo tanto, h′∈Hh' \in H, y tenemos y=bh′y = bh'. Por la definición de clase lateral izquierda, y∈bHy \in bH. Como yy era un elemento arbitrario de aHaH, hemos demostrado que todo elemento de aHaH está también en bHbH. Por lo tanto, aH⊆bHaH \subseteq bH.

2. Inclusión bH⊆aHbH \subseteq aH:

Se puede demostrar de forma análoga al punto anterior, intercambiando los papeles de aHaH y bHbH.











De las inclusiones aH⊆bHaH \subseteq bH y bH⊆aHbH \subseteq aH, se concluye que aH=bHaH = bH.




Ejercicio 3.8 Demostrar la inclusión bH⊆aHbH \subseteq aH en el teorema anterior.



Esto significa que las clases laterales de un subgrupo HH dividen al grupo GG en bloques disjuntos del mismo tamaño (cardinalidad). Formalmente:


	Para clases laterales izquierdas: Para x,y∈Gx, y \in G, o bien x*H=y*Hx \ast H = y \ast H, o bien (x*H)∩(y*H)=⌀(x \ast H) \cap (y \ast H) = \varnothing.

	Para clases laterales derechas: Para x,y∈Gx, y \in G, o bien H*x=H*yH \ast x = H \ast y, o bien (H*x)∩(H*y)=⌀(H \ast x) \cap (H \ast y) = \varnothing.



Como consecuencia de esta propiedad, el conjunto de todas las clases laterales izquierdas (respectivamente, derechas) de HH en GG forman una partición del grupo GG. Denotaremos el conjunto de clases laterales izquierdas de HH en GG como: G/H={x*H∣x∈G}.
G/H = \{x\ast H \mid x\in G \}.
 Y el conjunto de clases laterales derechas de HH en GG como: G∖H={H*x∣x∈G}.
G\backslash H= \{ H\ast x \mid x\in G \}.


La siguiente noción será de utilidad en el resto de la sección.


Definición 3.13 Sea HH un subgrupo de un grupo GG. El índice de HH en GG, denotado por [G:H][G:H], se define como el número de clases laterales izquierdas distintas de HH en GG.



En otras palabras, el índice [G:H][G:H] cuenta cuántas clases laterales izquierdas diferentes podemos formar al multiplicar todos los elementos de HH por elementos de GG por la izquierda.






La definición general de índice, como el número de clases laterales izquierdas distintas, es válida tanto para grupos finitos como infinitos. Aunque hemos definido el índice utilizando clases laterales izquierdas, es un resultado importante que el número de clases laterales izquierdas distintas siempre es igual al número de clases laterales derechas distintas. Por lo tanto, el índice también podría definirse como el número de clases laterales derechas distintas.


Ejercicio 3.9 Demostrar que, si H≤GH\leq G, entonces el número de clases laterales izquierdas y derechas coincide, es decir, |G/H|=|G∖H||G/H| = |G\backslash H|. Ayuda: demostrar que todas las clases laterales (tanto izquierdas como derechas) de HH tienen exactamente el mismo número de elementos, y usar el Teorema 3.25.




Ejemplo 3.26 Consideremos el grupo aditivo de los enteros (ℤ,+)(\mathbb{Z},+) y su subgrupo de los enteros pares 2ℤ={…,−4,−2,0,2,4,…}2\mathbb{Z} = \{ \dots, -4, -2, 0, 2, 4, \dots \}. Vamos a determinar el índice de 2ℤ2\mathbb{Z} en ℤ\mathbb{Z}, es decir, [ℤ:2ℤ][\mathbb{Z}:2\mathbb{Z}].

Para encontrar el índice, necesitamos identificar las clases laterales izquierdas distintas de 2ℤ2\mathbb{Z} en ℤ\mathbb{Z}. Tomemos un elemento a∈ℤa \in \mathbb{Z} y formemos la clase lateral izquierda a+2ℤ={a+2k∣k∈ℤ}a + 2\mathbb{Z} = \{ a + 2k \mid k \in \mathbb{Z} \}.

Consideremos algunas clases laterales:


	Para a=0a = 0: 0+2ℤ=2ℤ={…,−4,−2,0,2,4,…}0 + 2\mathbb{Z} = 2\mathbb{Z} = \{ \dots, -4, -2, 0, 2, 4, \dots \} (el subgrupo de los enteros pares).

	Para a=1a = 1: 1+2ℤ={…,−3,−1,1,3,5,…}1 + 2\mathbb{Z} = \{ \dots, -3, -1, 1, 3, 5, \dots \} (el conjunto de los enteros impares).

	Para a=2a = 2: 2+2ℤ={…,−2,0,2,4,6,…}=2ℤ=0+2ℤ2 + 2\mathbb{Z} = \{ \dots, -2, 0, 2, 4, 6, \dots \} = 2\mathbb{Z} = 0 + 2\mathbb{Z}.

	Para a=3a = 3: 3+2ℤ={…,−1,1,3,5,7,…}=1+2ℤ3 + 2\mathbb{Z} = \{ \dots, -1, 1, 3, 5, 7, \dots \} = 1 + 2\mathbb{Z}.



Observamos que al tomar diferentes valores de aa, obtenemos clases laterales que se repiten. En este caso, parece que solo hay dos clases laterales izquierdas distintas: 2ℤ2\mathbb{Z} (los enteros pares) y 1+2ℤ1 + 2\mathbb{Z} (los enteros impares).

Para verificar formalmente que solo hay dos clases laterales distintas, consideremos un entero arbitrario a∈ℤa \in \mathbb{Z}. Por el algoritmo de la división, podemos escribir a=2q+ra = 2q + r, donde q∈ℤq \in \mathbb{Z} y el resto rr es 00 o 11. Entonces, a−r=2q∈2ℤa - r = 2q \in 2\mathbb{Z}. Esto implica que a+2ℤ=r+2ℤa + 2\mathbb{Z} = r + 2\mathbb{Z}. Por lo tanto, cualquier clase lateral a+2ℤa + 2\mathbb{Z} es igual a 0+2ℤ=2ℤ0 + 2\mathbb{Z} = 2\mathbb{Z} (si r=0r=0) o a 1+2ℤ1 + 2\mathbb{Z} (si r=1r=1).

Además, las clases laterales 0+2ℤ=2ℤ0 + 2\mathbb{Z} = 2\mathbb{Z} y 1+2ℤ1 + 2\mathbb{Z} son disjuntas, ya que ningún entero puede ser a la vez par e impar. Por lo tanto, hay exactamente dos clases laterales izquierdas distintas de 2ℤ2\mathbb{Z} en ℤ\mathbb{Z}.

En consecuencia, el índice de 2ℤ2\mathbb{Z} en ℤ\mathbb{Z} es [ℤ:2ℤ]=2[\mathbb{Z}:2\mathbb{Z}] = 2.



En este ejemplo, aunque ℤ\mathbb{Z} es un grupo infinito, el índice del subgrupo 2ℤ2\mathbb{Z} es finito e igual a 2. Este ejemplo ilustra cómo el índice de un subgrupo mide, en cierto sentido, “cuán grande” es el grupo GG en relación con su subgrupo HH.


3.1.6.1 Subgrupos Normales

En el caso de grupos abelianos, la conmutatividad de la operación de grupo implica que las clases laterales izquierdas y derechas siempre coinciden. Es decir, si GG es abeliano, entonces para cualquier subgrupo HH de GG y cualquier elemento x∈Gx \in G, se tiene x*H=H*xx \ast H = H \ast x.

Sin embargo, la igualdad de clases laterales izquierdas y derechas no se limita a grupos abelianos. Existe una clase especial de subgrupos para los cuales las clases laterales izquierdas y derechas coinciden, incluso en grupos no abelianos. Estos son los subgrupos normales.


Definición 3.14 Sea HH un subgrupo de un grupo (G,*)(G, \ast). Se dice que HH es un subgrupo normal de GG si para cada x∈Gx\in G, la clase lateral izquierda de xx respecto de HH es igual a la clase lateral derecha de xx respecto de HH. Formalmente, HH es normal en GG si para todo x∈Gx \in G se cumple x*H=H*xx\ast H = H\ast x. Si HH es un subgrupo normal de GG, se denota H⊴GH \trianglelefteq G.




Los subgrupos normales juegan un papel fundamental en la teoría de grupos porque son precisamente aquellos subgrupos que permiten construir grupos cociente. La normalidad de un subgrupo HH garantiza que la operación definida en el conjunto de clases laterales G/HG/H esté bien definida y dote a G/HG/H de estructura de grupo.


Ejercicio 3.10 Sea HH un subgrupo del grupo (G,*)(G, \ast). Supongamos que el índice de HH en GG es [G:H]=2[G:H] = 2. Demostrar que HH es subgrupo normal.



Caracterizaciones equivalentes de subgrupos normales:





La relevancia de los subgrupos normales se manifiesta en la existencia de múltiples definiciones equivalentes, cada una de las cuales ilumina diferentes aspectos de su naturaleza. A continuación, exploraremos en detalle las caracterizaciones más relevantes de los subgrupos normales, demostrando su equivalencia y resaltando la intuición detrás de cada definición.


Teorema 3.26 Sea HH un subgrupo de un grupo GG. Las siguientes proposiciones son equivalentes:


	HH es subgrupo normal de GG, es decir, para todo x∈Gx \in G, se cumple la igualdad de conjuntos xH=HxxH = Hx.


	Clausura de la conjugación: para cada X∈GX\in G y para cada h∈Hh\in H, el conjugado de hh por xx, definido como xhx−1x h x^{-1}, es también un elemento de HH.


	Invariancia bajo conjugación: para cada x∈Gx\in G, el conjunto obtenido al conjugar todos los elementos de HH por xx, denotado por xHx−1={xhx−1∣h∈H}xHx^{-1} = \{ x h x^{-1} \mid h \in H \}, es igual al subgrupo HH.







Observación 3.3. La condición 1., la definición original, establece que el conjunto de productos {xh∣h∈H}\{xh \mid h \in H\} es idéntico al conjunto de productos {hx∣h∈H}\{hx \mid h \in H\}, para cualquier x∈Gx \in G. Intuitivamente, significa que “trasladar” el subgrupo HH por la izquierda con xx resulta en el mismo conjunto que “trasladarlo” por la derecha con xx.

Por otro lado, la definición 2. pone el foco en la operación de conjugación. Recordemos que la conjugación por un elemento xx es una operación que, en cierto sentido, “reorienta” el grupo GG desde la perspectiva de xx. La condición de cerradura bajo conjugación implica que, si tomamos cualquier elemento de HH y lo “transformamos” mediante conjugación por cualquier elemento de GG, el resultado siempre permanece dentro de HH. Esto sugiere que HH posee una estructura interna robusta, que no se altera al ser “observada” desde diferentes “perspectivas” dentro de GG.

Para terminar, la definición 3., aunque similar a la anterior, enfatiza la invariancia global del subgrupo HH bajo la acción de la conjugación. Mientras que la definición (2) requiere que cada conjugado individual de un elemento de HH permanezca en HH, la definición (3) va más allá, exigiendo que el conjunto completo de todos los conjugados de elementos de HH sea precisamente HH. Es decir, la operación de conjugación por cualquier elemento de GG actúa como una biyección de HH en sí mismo.




Prueba. Para establecer la equivalencia de estas tres proposiciones, demostraremos las implicaciones lógicas cíclicas (1) ⇒\Rightarrow (2), (2) ⇒\Rightarrow (3) y (3) ⇒\Rightarrow (1). De este modo, probaremos que si se cumple cualquiera de las condiciones, entonces las otras dos también se cumplen, validando su carácter equivalente.

(1) ⇒\Rightarrow (2): Si para todo x∈Gx \in G, xH=HxxH = Hx, entonces para todo x∈Gx \in G y h∈Hh \in H, se cumple que xhx−1∈Hx h x^{-1} \in H.

Partimos de la hipótesis de que para cualquier x∈Gx \in G, la clase lateral izquierda xHxH es igual a la clase lateral derecha HxHx. Consideremos un elemento arbitrario h∈Hh \in H y un elemento arbitrario x∈Gx \in G. Nuestro objetivo es demostrar que el conjugado xhx−1xhx^{-1} pertenece a HH.

Dado que xH=HxxH = Hx, sabemos que cualquier elemento de xHxH también debe pertenecer a HxHx. En particular, el elemento xhxh (que claramente pertenece a xHxH) debe estar también en HxHx. Por la definición de clase lateral derecha HxHx, si xh∈Hxxh \in Hx, entonces debe existir algún elemento h′∈Hh' \in H tal que xh=h′xxh = h'x.

Hemos llegado a la igualdad xh=h′xxh = h'x, donde h′∈Hh' \in H. Para aislar el término xhx−1xhx^{-1}, que es el conjugado de hh por xx, operamos ambos lados de la expresión por x−1x^{-1}, por la derecha. Recordando la asociatividad de la operación grupal y la propiedad del inverso xx−1=exx^{-1} = e (donde ee es el elemento neutro de GG), tenemos que: (xh)x−1=(h′x)x−1⟹x(hx−1)=h′(xx−1)=h′e=h′.
(xh)x^{-1} = (h'x)x^{-1} \implies x(hx^{-1}) = h'(xx^{-1}) = h'e = h'.
 De esta cadena de igualdades, obtenemos xhx−1=h′x h x^{-1} = h'. Como h′∈Hh' \in H por construcción, concluimos que xhx−1∈Hx h x^{-1} \in H. Dado que x∈Gx \in G y h∈Hh \in H fueron elegidos arbitrariamente, hemos demostrado que la condición (1) implica la condición (2).

(2) ⇒\Rightarrow (3): Si para todo x∈Gx \in G y h∈Hh \in H, xhx−1∈Hx h x^{-1} \in H, entonces para todo x∈Gx \in G, se cumple que xHx−1=HxHx^{-1} = H.

Asumimos ahora que para todo x∈Gx \in G y h∈Hh \in H, el conjugado xhx−1x h x^{-1} pertenece a HH. Debemos demostrar la igualdad de conjuntos xHx−1=HxHx^{-1} = H para todo x∈Gx \in G. Como es usual para probar la igualdad de conjuntos, demostraremos la doble inclusión: xHx−1⊆HxHx^{-1} \subseteq H y H⊆xHx−1H \subseteq xHx^{-1}.

1. Demostración de la inclusión xHx−1⊆HxHx^{-1} \subseteq H:

Esta inclusión se deriva directamente de la hipótesis (2). El conjunto xHx−1xHx^{-1} se define como {xhx−1∣h∈H}\{ x h x^{-1} \mid h \in H \}. La condición (2) establece precisamente que para cualquier x∈Gx \in G y h∈Hh \in H, el elemento xhx−1x h x^{-1} es un miembro de HH. Por lo tanto, cada elemento del conjunto xHx−1xHx^{-1} está contenido en HH, lo que prueba la inclusión xHx−1⊆HxHx^{-1} \subseteq H.

2. Demostración de la inclusión H⊆xHx−1H \subseteq xHx^{-1}:

Sea h′∈Hh' \in H un elemento arbitrario de HH. Debemos demostrar que h′h' también es un elemento del conjunto xHx−1xHx^{-1}, es decir, que h′h' puede expresarse en la forma xhx−1x h x^{-1} para algún h∈Hh \in H.

Consideremos el elemento x−1h′xx^{-1} h' x. Sea y=x−1y = x^{-1}, que es también un elemento de GG (ya que GG es un grupo y contiene inversos). Entonces, el elemento x−1h′xx^{-1} h' x puede reescribirse como yh′y−1y h' y^{-1}, que es el conjugado de h′h' por y=x−1y=x^{-1}. Aplicando la hipótesis (2), con y=x−1∈Gy = x^{-1} \in G y h′∈Hh' \in H, sabemos que yh′y−1=x−1h′xy h' y^{-1} = x^{-1} h' x debe pertenecer a HH.

Sea h=x−1h′xh = x^{-1} h' x. Entonces, hemos demostrado que h∈Hh \in H. Ahora, expresemos h′h' en términos de hh. Partiendo de h=x−1h′xh = x^{-1} h' x, operamos por xx por la izquierda y por x−1x^{-1} por la derecha: xhx−1=x(x−1h′x)x−1=(xx−1)h′(xx−1)=ehe=h′.
xhx^{-1} = x(x^{-1} h' x)x^{-1} = (xx^{-1})h'(xx^{-1}) = ehe = h'.
 Por lo tanto, h′=xhx−1h' = x h x^{-1}, donde h=x−1h′x∈Hh = x^{-1} h' x \in H. Esto muestra que cualquier elemento h′∈Hh' \in H puede ser escrito en la forma xhx−1x h x^{-1} con h∈Hh \in H, lo que significa que h′∈xHx−1h' \in xHx^{-1}. Como h′h' era un elemento arbitrario de HH, hemos probado la inclusión H⊆xHx−1H \subseteq xHx^{-1}.

Combinando las inclusiones xHx−1⊆HxHx^{-1} \subseteq H y H⊆xHx−1H \subseteq xHx^{-1}, concluimos que xHx−1=HxHx^{-1} = H. Esto demuestra que la condición (2) implica la condición (3).

(3) ⇒\Rightarrow (1): Si para todo x∈Gx \in G, xHx−1=HxHx^{-1} = H, entonces para todo x∈Gx \in G, se cumple que xH=HxxH = Hx.

Finalmente, asumimos que para todo x∈Gx \in G, se cumple la invariancia conjunta xHx−1=HxHx^{-1} = H. Debemos demostrar la igualdad de clases laterales xH=HxxH = Hx para todo x∈Gx \in G. De nuevo, probaremos la doble inclusión: xH⊆HxxH \subseteq Hx y Hx⊆xHHx \subseteq xH.

1. Inclusión xH⊆HxxH \subseteq Hx:

Sea y∈xHy \in xH un elemento arbitrario de la clase lateral izquierda xHxH. Por definición, existe h∈Hh \in H tal que y=xhy = xh. Debemos demostrar que y∈Hxy \in Hx, es decir, que yy puede escribirse como h′xh'x para algún h′∈Hh' \in H.

Dado que xHx−1=HxHx^{-1} = H, sabemos que para cualquier h∈Hh \in H, el elemento xhx−1x h x^{-1} pertenece a HH. Sea h′=xhx−1h' = x h x^{-1}. Entonces, por la hipótesis (3), h′∈Hh' \in H. Consideremos ahora el producto h′xh'x: h′x=(xhx−1)x=xh(x−1x)=xhe=xh.
h'x = (x h x^{-1})x = x h (x^{-1}x) = x h e = x h.
 Por lo tanto, xh=h′xxh = h'x. Como y=xhy = xh, tenemos y=h′xy = h'x. Dado que h′∈Hh' \in H, por la definición de clase lateral derecha, y=h′x∈Hxy = h'x \in Hx. Hemos demostrado que si y∈xHy \in xH, entonces y∈Hxy \in Hx, lo que prueba la inclusión xH⊆HxxH \subseteq Hx.

2. Inclusión Hx⊆xHHx \subseteq xH:

Esta inclusión se demuestra de forma simétrica a la anterior. 







De las inclusiones xH⊆HxxH \subseteq Hx y Hx⊆xHHx \subseteq xH, se concluye que xH=HxxH = Hx. Esto demuestra que la condición (3) implica la condición (1).



Hemos completado la demostración de las implicaciones (1) ⇒\Rightarrow (2), (2) ⇒\Rightarrow (3) y (3) ⇒\Rightarrow (1). Por lo tanto, las tres propiedades del Teorema 3.26 sirven como definición de subgrupo normal. En consecuencia, para verificar si un subgrupo HH es normal en un grupo GG, podemos utilizar cualquiera de estas tres condiciones, eligiendo la que resulte más conveniente según el contexto específico.

En grupos abelianos, todo subgrupo es normal. Esto se debe a que, por la conmutatividad, para cualquier subgrupo HH y cualquier elemento x∈Gx \in G, x*h=h*xx \ast h = h \ast x para todo h∈Hh \in H. Por lo tanto, x*H={x*h∣h∈H}={h*x∣h∈H}=H*xx \ast H = \{x \ast h \mid h \in H\} = \{h \ast x \mid h \in H\} = H \ast x. Así, en grupos abelianos, la distinción entre clases laterales izquierdas y derechas, y entre subgrupos normales y no normales, se vuelve trivial.

Sin embargo, en grupos no abelianos, la normalidad es una propiedad restrictiva y muy importante. No todos los subgrupos son normales en grupos no abelianos.


Ejemplo 3.27 En el Ejemplo 3.25, vimos que, para el subgrupo H={[1,2,3],[2,1,3]}≤S3H = \{[1,2,3], [2,1,3]\}\leq S_3 y x=[1,3,2]∈S3x = [1,3,2] \in S_3, x∘H≠H∘xx\circ H \neq H\circ x. Por tanto, HH no es un subgrupo normal de S3S_3.



Condición para pertenecer a la misma clase lateral:

Si tomamos dos elementos x,y∈Gx, y \in G, ¿cuándo pertenecen a la misma clase lateral izquierda respecto a un subgrupo normal HH? Es decir, ¿cuándo es x*H=y*Hx\ast H = y\ast H?


Lema 3.2 Sea HH un subgrupo normal de un grupo GG, y sean x,y∈Gx,y\in G. Entonces x*H=y*Hx\ast H = y\ast H si, y solo si, x−1*y∈Hx^{-1} \ast y \in H.




Prueba. Si x*H=y*Hx\ast H = y\ast H, entonces y=y*e∈y*H=x*Hy = y \ast e \in y\ast H = x\ast H, por lo que existe h∈Hh \in H tal que y=x*hy = x \ast h. Multiplicando por x−1x^{-1} a la izquierda, obtenemos x−1*y=x−1*(x*h)=(x−1*x)*h=e*h=h∈Hx^{-1} \ast y = x^{-1} \ast (x \ast h) = (x^{-1} \ast x) \ast h = e \ast h = h \in H. Recíprocamente, si x−1*y∈Hx^{-1} \ast y \in H, sea h=x−1*y∈Hh = x^{-1} \ast y \in H. Entonces y=x*h∈x*Hy = x \ast h \in x\ast H. Para cualquier xh′∈x*Hxh' \in x\ast H (con h′∈Hh' \in H), xh′=(yh−1)h′=y(h−1h′)∈y*Hxh' = (y h^{-1}) h' = y (h^{-1} h') \in y\ast H (ya que h−1h′∈Hh^{-1} h' \in H). Por lo tanto, x*H⊆y*Hx\ast H \subseteq y\ast H. Similarmente, x=y*y−1*x=y*(h−1)∈y*Hx = y \ast y^{-1} \ast x = y \ast (h^{-1}) \in y\ast H, y se puede demostrar que y*H⊆x*Hy\ast H \subseteq x\ast H. Por lo tanto, x*H=y*Hx\ast H = y\ast H.




Ejemplo 3.28 Los grupos (ℤ2n,⊕)(\mathbb{Z}^n_2,\oplus) son grupos abelianos (producto directo de nn copias de ℤ2\mathbb{Z}_2). Como son abelianos, todos sus subgrupos son normales. Estos grupos y sus subgrupos normales son fundamentales en la teoría de la codificación lineal, donde se utilizan para construir códigos correctores de errores.





3.1.6.2 🔴 Grupo Cociente

La importancia de los subgrupos normales radica en que permiten definir una operación binaria en el conjunto de clases laterales G/HG/H que dota a este conjunto de estructura de grupo. Si HH es un subgrupo normal de (G,*)(G, \ast), entonces para cualquier a,b∈Ga, b \in G, definimos la operación en G/HG/H como: (a*H)⊛(b*H)=(a*b)*H.
(a\ast H)\circledast (b\ast H) = (a\ast b)\ast H.
 Esta operación toma dos clases laterales a*Ha\ast H y b*Hb\ast H, y las “multiplica” para obtener la clase lateral (a*b)*H(a\ast b)\ast H. Es crucial que esta operación esté bien definida, es decir, que el resultado (a*b)*H(a\ast b)\ast H no dependa de los representantes aa y bb elegidos para las clases laterales. La normalidad de HH es precisamente la condición necesaria y suficiente para que esta operación esté bien definida.


Teorema 3.27 Sea HH un subgrupo normal de un grupo GG. Entonces, la operación en el conjunto de clases laterales izquierdas G/HG/H, definida por (aH)⊛(bH)=(a*b)H,para a,b∈G,
(aH) \circledast (bH) = (a \ast b)H, \qquad \text{para } a, b \in G,
 está bien definida. Es decir, el resultado (a*b)H(a \ast b)H no depende de la elección de los representantes aa y bb de las clases laterales aHaH y bHbH, respectivamente.




Prueba. Para demostrar que la operación ⊛\circledast está bien definida, debemos verificar que si elegimos representantes diferentes para las clases laterales aHaH y bHbH, el resultado de la operación sigue siendo el mismo. En otras palabras, debemos mostrar que si aH=a′HaH = a'H y bH=b′HbH = b'H, entonces (a*b)H=(a′*b′)H(a \ast b)H = (a' \ast b')H.

Supongamos que aH=a′HaH = a'H y bH=b′HbH = b'H. Esto significa que las clases laterales izquierdas representadas por aa y a′a' son iguales, y las clases laterales izquierdas representadas por bb y b′b' también son iguales. A lo largo de esta demostración, usaremos varias veces el Lema 3.2 para caracterizar la igualdad de clases laterales.

De la igualdad de clases laterales aH=a′HaH = a'H, sabemos que a′−1*a∈Ha'^{-1} \ast a \in H. Sea h1=a′−1*ah_1 = a'^{-1} \ast a. Entonces, h1∈Hh_1 \in H y podemos escribir a=a′*h1a = a' \ast h_1.

De manera similar, de la igualdad de clases laterales bH=b′HbH = b'H, sabemos que b′−1*b∈Hb'^{-1} \ast b \in H. Sea h2=b′−1*bh_2 = b'^{-1} \ast b. Entonces, h2∈Hh_2 \in H y podemos escribir b=b′*h2b = b' \ast h_2.

Ahora, consideremos el producto de los representantes a*ba \ast b y a′*b′a' \ast b'. Queremos demostrar que (a*b)H=(a′*b′)H(a \ast b)H = (a' \ast b')H, lo cual es equivalente a demostrar que (a′*b′)−1*(a*b)∈H(a' \ast b')^{-1} \ast (a \ast b) \in H.

Calculemos la expresión (a′*b′)−1*(a*b)(a' \ast b')^{-1} \ast (a \ast b). Usando la propiedad del inverso de un producto ((x*y)−1=y−1*x−1)((x \ast y)^{-1} = y^{-1} \ast x^{-1}), tenemos (a′*b′)−1=b′−1*a′−1(a' \ast b')^{-1} = b'^{-1} \ast a'^{-1}. Por lo tanto, (a′*b′)−1*(a*b)=(b′−1*a′−1)*(a*b)=b′−1*a′−1*a*b.
(a' \ast b')^{-1} \ast (a \ast b) = (b'^{-1} \ast a'^{-1}) \ast (a \ast b) = b'^{-1} \ast a'^{-1} \ast a \ast b.


Sustituimos las expresiones para aa y bb que obtuvimos anteriormente, a=a′*h1a = a' \ast h_1 y b=b′*h2b = b' \ast h_2, en la expresión anterior: b′−1*a′−1*(a′*h1)*(b′*h2).
b'^{-1} \ast a'^{-1} \ast (a' \ast h_1) \ast (b' \ast h_2).


Usando la propiedad asociativa de la operación del grupo *\ast, podemos reordenar los paréntesis: b′−1*(a′−1*a′)*h1*b′*h2.
b'^{-1} \ast (a'^{-1} \ast a') \ast h_1 \ast b' \ast h_2.


Como a′−1*a′=ea'^{-1} \ast a' = e, donde ee es el elemento neutro de GG, tenemos: b′−1*e*h1*b′*h2=b′−1*h1*b′*h2.
b'^{-1} \ast e \ast h_1 \ast b' \ast h_2 = b'^{-1} \ast h_1 \ast b' \ast h_2.


De nuevo, usando la asociatividad: (b′−1*h1*b′)*h2.
(b'^{-1} \ast h_1 \ast b') \ast h_2.


Ahora, recordemos que HH es un subgrupo normal de GG. Por la definición de subgrupo normal (utilizando la caracterización por conjugación), para todo h1∈Hh_1 \in H y todo b′∈Gb' \in G, el conjugado b′−1*h1*b′b'^{-1} \ast h_1 \ast b' pertenece a HH. Sea h3=b′−1*h1*b′h_3 = b'^{-1} \ast h_1 \ast b'. Entonces, h3∈Hh_3 \in H.

Sustituyendo h3h_3 en la expresión anterior, obtenemos: h3*h2.
h_3 \ast h_2.


Como h3∈Hh_3 \in H y h2∈Hh_2 \in H, y HH es un subgrupo, HH es cerrado bajo la operación *\ast. Por lo tanto, el producto h3*h2h_3 \ast h_2 también pertenece a HH. Sea h4=h3*h2h_4 = h_3 \ast h_2. Entonces, h4∈Hh_4 \in H.

En resumen, hemos demostrado que (a′*b′)−1*(a*b)=h4(a' \ast b')^{-1} \ast (a \ast b) = h_4, donde h4∈Hh_4 \in H. Esto implica que (a′*b′)−1*(a*b)∈H(a' \ast b')^{-1} \ast (a \ast b) \in H. Por la definición de igualdad de clases laterales izquierdas, esto significa que (a*b)H=(a′*b′)H(a \ast b)H = (a' \ast b')H.

Por lo tanto, hemos demostrado que si aH=a′HaH = a'H y bH=b′HbH = b'H, entonces (a*b)H=(a′*b′)H(a \ast b)H = (a' \ast b')H. Esto prueba que la operación ⊛\circledast está bien definida en el conjunto de clases laterales izquierdas G/HG/H.




Teorema 3.28 Si HH es un subgrupo normal de $(G,\*)$, entonces el conjunto de clases laterales G/HG/H con la operación ⊛\circledast definida por (a*H)⊛(b*H)=(a*b)*H,
(a\ast H)\circledast (b\ast H) = (a\ast b)\ast H,
 es un grupo. Este grupo se denomina grupo cociente de GG por HH, y se denota por (G/H,⊛)(G/H, \circledast) o simplemente G/HG/H. El elemento neutro del grupo cociente G/HG/H es la clase lateral e*H=He\ast H = H, y el inverso de una clase lateral a*Ha\ast H es la clase lateral (a*H)−1=(a−1)*H(a\ast H)^{-1} = (a^{-1})\ast H.




Prueba. Para demostrar que (G/H,⊛)(G/H, \circledast) es un grupo, debemos verificar las propiedades de grupo: asociatividad, elemento neutro, y elemento inverso.


	Asociatividad: La operación ⊛\circledast es asociativa porque la operación *\ast en GG es asociativa. Para a*H,b*H,c*H∈G/Ha\ast H, b\ast H, c\ast H \in G/H: ((a*H)⊛(b*H))⊛(c*H)=((a*b)*H)⊛(c*H)=((a*b)*c)*H=(a*(b*c))*H=(a*H)⊛((b*c)*H)=(a*H)⊛((b*H)⊛(c*H)).\begin{align*}
((a\ast H)\circledast (b\ast H))\circledast (c\ast H) &= ((a\ast b)\ast H) \circledast (c\ast H) \\
&= ((a\ast b)\ast c)\ast H \\
&= (a\ast (b\ast c))\ast H \\
&= (a\ast H) \circledast ((b\ast c)\ast H) \\
&= (a\ast H) \circledast ((b\ast H)\circledast (c\ast H)).
\end{align*}


	Elemento neutro: La clase lateral e*H=He\ast H = H (donde ee es el elemento neutro de GG) es el elemento neutro en G/HG/H. Para cualquier a*H∈G/Ha\ast H \in G/H: (a*H)⊛(e*H)=(a*e)*H=a*H,
(a\ast H)\circledast (e\ast H) = (a\ast e)\ast H = a\ast H,
 (e*H)⊛(a*H)=(e*a)*H=a*H.
(e\ast H)\circledast (a\ast H) = (e\ast a)\ast H = a\ast H.
 Por lo tanto, e*H=He\ast H = H es el elemento neutro de G/HG/H.


	Elemento inverso: Para cada clase lateral a*H∈G/Ha\ast H \in G/H, su inverso es la clase lateral (a−1)*H(a^{-1})\ast H. Verificamos: (a*H)⊛((a−1)*H)=(a*a−1)*H=e*H=H,
(a\ast H)\circledast ((a^{-1})\ast H) = (a\ast a^{-1})\ast H = e\ast H = H,
 ((a−1)*H)⊛(a*H)=((a−1)*a)*H=e*H=H.
((a^{-1})\ast H)\circledast (a\ast H) = ((a^{-1})\ast a)\ast H = e\ast H = H.
 Por lo tanto, el inverso de a*Ha\ast H es (a−1)*H(a^{-1})\ast H.




Como G/HG/H satisface las tres propiedades, es un grupo con la operación ⊛\circledast.







Ejemplo 3.29 Consideremos el grupo aditivo de los enteros (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) y su subgrupo normal 3ℤ={3k∣k∈ℤ}3\mathbb{Z} = \{ 3k \mid k \in \mathbb{Z}\}. Como (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) es abeliano, todo subgrupo es normal, así que 3ℤ⊴ℤ3\mathbb{Z} \trianglelefteq \mathbb{Z}. Las clases laterales de 3ℤ3\mathbb{Z} en ℤ\mathbb{Z} son las clases de congruencia módulo 3: 0+3ℤ={…,−6,−3,0,3,6,…}=[0]31+3ℤ={…,−5,−2,1,4,7,…}=[1]32+3ℤ={…,−4,−1,2,5,8,…}=[2]3\begin{align*}
0+3\mathbb{Z} &= \{ \dots, -6, -3, 0, 3, 6, \dots \} = [0]_3 \\
1+3\mathbb{Z} &= \{ \dots, -5, -2, 1, 4, 7, \dots \} = [1]_3 \\
2+3\mathbb{Z} &= \{ \dots, -4, -1, 2, 5, 8, \dots \} = [2]_3
\end{align*}

El grupo cociente ℤ/3ℤ={0+3ℤ,1+3ℤ,2+3ℤ}\mathbb{Z}/3\mathbb{Z} = \{0+3\mathbb{Z}, 1+3\mathbb{Z}, 2+3\mathbb{Z}\} con la operación ⊕\oplus definida como (a+3ℤ)⊕(b+3ℤ)=(a+b)+3ℤ(a+3\mathbb{Z}) \oplus (b+3\mathbb{Z}) = (a+b)+3\mathbb{Z} es isomorfo al grupo (ℤ3,+3)={0,1,2}(\mathbb{Z}_3, +_3) = \{0, 1, 2\} con la suma módulo 3. Un isomorfismo f:(ℤ/3ℤ,⊕)→(ℤ3,+3)f \colon (\mathbb{Z}/3\mathbb{Z},\oplus) \to (\mathbb{Z}_3, +_3) está dado por: f:(ℤ/3ℤ,⊕)→(ℤ3,+3)0+3ℤ↦01+3ℤ↦12+3ℤ↦2
\begin{array}{cccc}
f \colon & (\mathbb{Z}/3\mathbb{Z},\oplus) & \to & (\mathbb{Z}_3, +_3)\\
& 0+3\mathbb{Z} & \mapsto & 0 \\
& 1+3\mathbb{Z} & \mapsto & 1 \\
& 2+3\mathbb{Z} & \mapsto & 2
\end{array}


En general, para cualquier entero positivo n≥2n \geq 2, el grupo cociente (ℤ/nℤ,⊕)(\mathbb{Z}/n\mathbb{Z},\oplus) es isomorfo al grupo (ℤn,+n)(\mathbb{Z}_n, +_n).




Ejemplo 3.30 Consideremos el grupo simétrico S3S_3 y su subgrupo alternante A3={[1,2,3],[2,3,1],[3,1,2]}A_3 = \{[1,2,3], [2,3,1], [3,1,2] \}. Se puede demostrar que A3A_3 es un subgrupo normal de S3S_3 (de hecho, es el núcleo de la función signo sgn:S3→{−1,+1}≅ℤ2\operatorname{sgn} \colon S_3 \to \{-1, +1\} \cong \mathbb{Z}_2). El grupo cociente S3/A3S_3/A_3 tiene dos clases laterales izquierdas (ya que el índice de A3A_3 en S3S_3 es |S3|/|A3|=6/3=2|S_3|/|A_3| = 6/3 = 2):


	La primera clase lateral es la propia A3=[1,2,3],[2,3,1],[3,1,2]A_3 = {[1,2,3], [2,3,1], [3,1,2] }.

	Para encontrar otra clase lateral, tomamos un elemento de S3S_3 que no esté en A3A_3, por ejemplo, la transposición τ=[2,1,3]∈S3\A3\tau = [2,1,3] \in S_3 \setminus A_3. La otra clase lateral es τ∘A3={[2,1,3],[1,3,2],[3,2,1]}\tau \circ A_3 = \{ [2,1,3], [1,3,2], [3,2,1] \}, que contiene todas las transposiciones en S3S_3.



El grupo cociente S3/A3={A3,τ∘A3}S_3/A_3 = \{ A_3, \tau \circ A_3 \} tiene dos elementos. Con la operación del grupo cociente, S3/A3S_3/A_3 es isomorfo al grupo cíclico de orden 2, (ℤ2,+2)={0,1}(\mathbb{Z}_2, +_2) = \{0, 1\} o al grupo multiplicativo ({±1},⋅)(\{ \pm 1 \}, \cdot). Por ejemplo, S3/A3≅(ℤ2,+2)S_3/A_3 \cong (\mathbb{Z}_2, +_2).





3.1.6.3 El teorema de Lagrange


[image: Joseph-Louis Lagrange]
 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) fue un matemático y astrónomo italo-francés, considerado uno de los matemáticos más importantes del siglo XVIII. Aunque trabajó en numerosas áreas de las matemáticas y la física, su nombre está inseparablemente ligado al teorema de Lagrange en teoría de grupos. El teorema en sí mismo es fundamental para entender la estructura de los grupos finitos. 



Uno de los resultados más importantes sobre subgrupos de grupos finitos es el Teorema de Lagrange. Este teorema relaciona el orden de un subgrupo con el orden del grupo. Primero, notamos que si (G,*)(G, \ast ) es un grupo finito y HH es un subgrupo de GG, entonces cada clase lateral de HH (izquierda o derecha) tiene el mismo número de elementos que HH. Es decir, |x*H|=|H*x|=|H||x\ast H| = |H\ast x| = |H| para todo x∈Gx \in G.

Además, como el conjunto de clases laterales izquierdas (o derechas) forma una partición de GG, el orden de GG debe ser la suma de los órdenes de las clases laterales disjuntas. Como todas las clases laterales tienen el mismo orden, |H||H|, si hay un número finito de clases laterales, digamos kk, entonces |G|=k⋅|H||G| = k \cdot |H|. Esto implica que |H||H| divide a |G||G|.


Teorema 3.29 (Lagrange) Si HH es un subgrupo de un grupo finito (G,*)(G, \ast ), entonces el orden de HH (el número de elementos de HH) divide al orden de GG (el número de elementos de GG). En términos de cardinalidad: |H||H| divide a |G||G|.




Ejercicio 3.11 Usar los razonamientos anteriores para demostrar el Teorema 3.29.



El Teorema de Lagrange se puede reescribir en términos del índice del subgrupo: si H≤GH\leq G, entonces |G|=[G:H]⋅|H||G| = [G:H] \cdot |H|, es decir [G:H]=|G||H|[G:H] = \frac{|G|}{|H|}. De aquí deducimos, por lo tanto, que el índice [G:H][G:H] es también un entero que divide al orden de GG.

Por otro lado, hay que tener cuidado. El recíproco del Teorema de Lagrange no es cierto. Dado un grupo GG de orden nn, y un divisor dd de nn, no tiene por qué haber subgrupos de orden dd.


Ejemplo 3.31 El grupo A4A_4 tiene orden 12; sin embargo, se puede demostrar que no tiene ningún subgrupo de orden 6.




Corolario 3.3 Supongamos que GG es un grupo finito y que g∈Gg\in G. Entonces el orden de gg divide al número de elementos en GG.




Corolario 3.4 Sea GG un grupo finito tal que |G|=p|G| = p con pp primo. Entonces, para todo g∈G∖{e}g\in G\smallsetminus\{e\} (con ee el elemento neutro de GG), se tiene que G=⟨g⟩G = \langle g \rangle, es decir, GG es cíclico y cualquier elemento no neutro es generador.




Prueba. Sea GG un grupo de orden primo, pp, y sea g≠eg\neq e. Precisamente, al ser gg distinto del neutro, tenemos que el orden de gg es |⟨g⟩|>1|\langle g \rangle| > 1. Por Corolario 3.3, y puesto que el orden de GG es un número primo, solo queda la posibilidad de que |⟨g⟩|=p|\langle g \rangle| = p, es decir, ⟨g⟩=G\langle g\rangle = G.



Este corolario, además, se puede interpretar de la siguiente forma: un grupo GG finito de orden primo no contiene subgrupos propios.













3.2 Estructuras algebraicas con dos operaciones internas


3.2.1 Anillos

En matemáticas, y particularmente en álgebra abstracta, es común estudiar conjuntos dotados de una o más operaciones binarias. Al considerar los sistemas numéricos familiares, como los números enteros, racionales, reales y complejos, observamos que en ellos coexisten dos operaciones fundamentales: la adición (suma) y la multiplicación (producto). Estas operaciones no actúan de forma aislada, sino que se encuentran intrínsecamente relacionadas a través de la propiedad distributiva. La estructura algebraica que abstrae y formaliza este comportamiento, capturando la esencia de la aritmética que conocemos, es la estructura de anillo.


Definición 3.15 Un anillo es una terna (A,+,⋅)(A, +, \cdot), donde AA es un conjunto no vacío, y ++ y ⋅\cdot son dos operaciones binarias internas en AA (llamadas suma y producto, respectivamente), que satisfacen los siguientes axiomas:


	(A,+)(A, +) es un grupo abeliano. Esto significa que la suma ++ cumple las siguientes propiedades:




	Cerradura: Para todo a,b∈Aa, b \in A, a+b∈Aa + b \in A.

	Asociatividad: Para todo a,b,c∈Aa, b, c \in A, (a+b)+c=a+(b+c)(a + b) + c = a + (b + c).

	Elemento neutro: Existe un elemento, denotado por 0∈A0 \in A, tal que para todo a∈Aa \in A, a+0=0+a=aa + 0 = 0 + a = a. Este elemento 00 se llama cero o elemento neutro aditivo del anillo.

	Elemento inverso (opuesto): Para cada a∈Aa \in A, existe un elemento, denotado por −a∈A-a \in A, tal que a+(−a)=(−a)+a=0a + (-a) = (-a) + a = 0. El elemento −a-a se llama opuesto o inverso aditivo de aa.

	Conmutatividad: Para todo a,b∈Aa, b \in A, a+b=b+aa + b = b + a.




	La operación ⋅\cdot es asociativa: Para todo a,b,c∈Aa, b, c \in A, (a⋅b)⋅c=a⋅(b⋅c)(a \cdot b) \cdot c = a \cdot (b \cdot c). Es decir, el producto es asociativo.


	La operación ⋅\cdot es distributiva respecto de ++: La multiplicación se distribuye sobre la suma, tanto por la izquierda como por la derecha. Para todo a,b,c∈Aa, b, c \in A, se cumplen las propiedades distributivas: Distributiva por la izquierda:a⋅(b+c)=(a⋅b)+(a⋅c)Distributiva por la derecha:(b+c)⋅a=(b⋅a)+(c⋅a)\begin{align*}
\text{Distributiva por la izquierda:} & \quad a\cdot(b + c) = (a \cdot b) + (a \cdot c) \\
\text{Distributiva por la derecha:} & \quad (b + c)\cdot a = (b \cdot a) + (c \cdot a)
\end{align*}






En resumen, para que una estructura (A,+,⋅)(A, +, \cdot) sea un anillo, la suma debe dotar a AA de una estructura de grupo abeliano, el producto debe ser asociativo, y ambas operaciones deben estar interrelacionadas mediante las leyes distributivas. Es importante notar que no se exige que el producto sea conmutativo, ni que exista elemento neutro para el producto, ni que existan inversos multiplicativos en la definición general de anillo. Estas propiedades adicionales dan lugar a tipos especiales de anillos, como veremos a continuación.

Tipos de Anillos

Dentro de la amplia categoría de anillos, se distinguen tipos particulares según propiedades adicionales que pueda satisfacer la operación de producto.


Definición 3.16 Un anillo (A,+,⋅)(A, +, \cdot) se dice anillo conmutativo si, además de los axiomas de anillo, la operación de producto ⋅\cdot es conmutativa. Es decir, para todo a,b∈Aa, b \in A, se cumple: a⋅b=b⋅a.
a \cdot b = b \cdot a.
 Si esta propiedad no se cumple, es decir, si existen al menos un par de elementos a,b∈Aa, b \in A para los cuales a⋅b≠b⋅aa \cdot b \ne b \cdot a, entonces el anillo se denomina anillo no conmutativo.




Definición 3.17 Un anillo (A,+,⋅)(A, +, \cdot) se dice anillo unitario o anillo con identidad si, además de los axiomas de anillo, existe un elemento neutro para la operación de producto ⋅\cdot. Este elemento neutro multiplicativo se denomina unidad o identidad del anillo, y se denota usualmente por 11 (o 1A1_A si es necesario explicitar el anillo). Formalmente, (A,+,⋅)(A, +, \cdot) es unitario si existe 1∈A1 \in A tal que: 1⋅a=a⋅1=a,para todo a∈A.
1 \cdot a = a \cdot 1 = a, \qquad \text{para todo } a \in A.




Si un anillo tiene unidad, ésta es única. En efecto, si 11 y 1′1' fueran dos unidades en AA, entonces 1⋅1′=1′1 \cdot 1' = 1' (porque 11 es unidad) y 1⋅1′=11 \cdot 1' = 1 (porque 1′1' es unidad), de donde 1=1′1 = 1'. Si un anillo no posee elemento unidad, se dice que es un anillo no unitario.


Definición 3.18 Consideremos un anillo unitario (A,+,⋅)(A, +, \cdot) con unidad 11. Un elemento x∈Ax \in A se dice invertible si existe un elemento y∈Ay \in A tal que: x⋅y=y⋅x=1.
x \cdot y = y \cdot x = 1.
 Si tal elemento yy existe, se denomina inverso multiplicativo de xx, y se denota por x−1x^{-1}.



Si el producto es asociativo, el inverso multiplicativo, si existe, es único. El conjunto de todos los elementos invertibles de un anillo unitario AA se denota por U(A)U(A) o A*A^*. Con la operación de producto del anillo, (U(A),⋅)(U(A), \cdot) es un grupo, llamado grupo de las unidades de AA.


Ejemplo 3.32  


	Anillo Conmutativo No Unitario: Para cualquier entero m≥2m \ge 2, el conjunto de los múltiplos de mm, denotado por mℤ={mk∣k∈ℤ}={…,−2m,−m,0,m,2m,…}m\mathbb{Z} = \{ mk \mid k \in \mathbb{Z} \} = \{ \dots, -2m, -m, 0, m, 2m, \dots \}, con las operaciones de suma y producto usuales de los enteros, (mℤ,+,⋅)(m\mathbb{Z}, +, \cdot) es un anillo conmutativo. Sin embargo, no es un anillo unitario si m≠1m \neq 1. Por ejemplo, si m=2m = 2, (2ℤ,+,⋅)(2\mathbb{Z}, +, \cdot) es el anillo de los enteros pares. En 2ℤ2\mathbb{Z}, el elemento unidad multiplicativo no existe, ya que el elemento unidad de (ℤ,+,⋅)(\mathbb{Z}, +, \cdot) es 11, y 1∉2ℤ1 \notin 2\mathbb{Z}.


	Anillo Conmutativo Unitario: Para cualquier entero m≥2m \geq 2, el conjunto de los enteros módulo mm, denotado por ℤm={[0]m,[1]m,[2]m,…,[m−1]m}\mathbb{Z}_m = \{ [0]_m, [1]_m, [2]_m, \dots, [m-1]_m \}, con las operaciones de suma módulo mm (+m+_m) y producto módulo mm (⋅m\cdot_m), (ℤm,+m,⋅m)(\mathbb{Z}_m, +_m, \cdot_m) es un anillo conmutativo y unitario. La unidad en ℤm\mathbb{Z}_m es la clase de congruencia del 11, es decir, [1]m[1]_m. Ejemplos importantes son (ℤ2,+2,⋅2)(\mathbb{Z}_2, +_2, \cdot_2), (ℤ3,+3,⋅3)(\mathbb{Z}_3, +_3, \cdot_3), (ℤ4,+4,⋅4)(\mathbb{Z}_4, +_4, \cdot_4), etc. En general, no todos los elementos no nulos en (ℤm,⋅m)(\mathbb{Z}_m, \cdot_m) son invertibles. Un elemento [a]m∈ℤm[a]_m \in \mathbb{Z}_m es invertible con respecto al producto módulo mm si y solo si mcd(a,m)=1\operatorname{mcd}(a, m) = 1.


	En particular, si pp es primo, todo elemento no nulo de ℤp\mathbb{Z}_p es invertible, como por ejemplo en ℤ5\mathbb{Z}_5: U(ℤ5)={[1]5,[2]5,[3]5,[4]5}U(\mathbb{Z}_5) = \{[1]_5, [2]_5, [3]_5, [4]_5 \}, donde [2]5−1=[3]5[2]_5^{-1} = [3]_5 ya que [2]5⋅5[3]5=[6]5=[1]5[2]_5 \cdot_5 [3]_5 = [6]_5 = [1]_5.


	Anillo No Conmutativo Unitario: Consideremos el conjunto de las matrices cuadradas de tamaño n×nn \times n con entradas en los números reales ℝ\mathbb{R}, denotado por ℳn×n(ℝ)\mathcal{M}_{n\times n}(\mathbb{R}). Con la operación de suma de matrices (elemento a elemento) y producto de matrices, (ℳn×n(ℝ),+,⋅)(\mathcal{M}_{n\times n}(\mathbb{R}), +, \cdot) forma un anillo unitario. El elemento neutro aditivo es la matriz nula 𝟎\mathbf{0} (matriz con todas sus entradas iguales a 00), y el elemento neutro multiplicativo (unidad) es la matriz identidad InI_n (matriz con 11’s en la diagonal principal y 00’s fuera de ella). Este anillo es no conmutativo para n≥2n \geq 2. Por ejemplo, para n=2n=2, consideremos las matrices A=(1234)A = \begin{pmatrix} 1 & 2 \\ 3 & 4 \end{pmatrix} y B=(0110)B = \begin{pmatrix} 0 & 1 \\ 1 & 0 \end{pmatrix}. Entonces A⋅B=(2143)A \cdot B = \begin{pmatrix} 2 & 1 \\ 4 & 3 \end{pmatrix} y B⋅A=(3412)B \cdot A = \begin{pmatrix} 3 & 4 \\ 1 & 2 \end{pmatrix}, de donde A⋅B≠B⋅AA \cdot B \neq B \cdot A. En el anillo de matrices (ℳn×n(ℝ),+,⋅)(\mathcal{M}_{n\times n}(\mathbb{R}), +, \cdot), existen elementos invertibles (las matrices invertibles o regulares, es decir, aquellas con determinante no nulo) y elementos no invertibles (las matrices singulares, con determinante nulo).


	Anillos Numéricos: Los conjuntos de los números enteros (ℤ,+,⋅)(\mathbb{Z}, +, \cdot), números racionales (ℚ,+,⋅)(\mathbb{Q}, +, \cdot), números reales (ℝ,+,⋅)(\mathbb{R}, +, \cdot), y números complejos (ℂ,+,⋅)(\mathbb{C}, +, \cdot) son anillos conmutativos y unitarios con las operaciones usuales de suma y producto. En cada caso, el elemento cero es el 00 y el elemento unidad es el 11.


	Anillo de Polinomios: Dado un anillo conmutativo unitario (R,+,⋅)(R, +, \cdot), el conjunto de los polinomios con coeficientes en RR, denotado por R[x]R[x], también forma un anillo conmutativo y unitario con las operaciones usuales de suma y producto de polinomios. Si RR es unitario, entonces R[x]R[x] también es unitario (la unidad es el polinomio constante 11). Si RR es conmutativo, entonces R[x]R[x] también es conmutativo.


	Por ejemplo, ℤ[x]\mathbb{Z}[x] es el anillo de polinomios con coeficientes enteros, ℝ[x]\mathbb{R}[x] es el anillo de polinomios con coeficientes reales.




	Anillo de Funciones: Dado un conjunto XX y un anillo (R,+,⋅)(R, +, \cdot), el conjunto de todas las funciones de XX en RR, denotado por Func(X,R)={f:X→R}\operatorname{Func}(X, R) = \{ f \colon X \to R \}, forma un anillo con la suma y producto de funciones definidos puntualmente: para f,g∈Func(X,R)f, g \in \operatorname{Func}(X, R) y x∈Xx \in X, (f+g)(x)=f(x)+g(x)(f+g)(x) = f(x) + g(x) y (f⋅g)(x)=f(x)⋅g(x)(f\cdot g)(x) = f(x) \cdot g(x). Si RR es conmutativo, Func(X,R)\operatorname{Func}(X, R) es conmutativo. Si RR es unitario con unidad 1R1_R, entonces Func(X,R)\operatorname{Func}(X, R) es unitario, con función unidad 1F:X→R1_F \colon X \to R definida por 1F(x)=1R1_F(x) = 1_R para todo x∈Xx \in X.


	Por ejemplo, el conjunto de funciones continuas de ℝ\mathbb{R} en ℝ\mathbb{R}, C(ℝ)C(\mathbb{R}), es un anillo conmutativo y unitario.








Propiedades Básicas de los Anillos

A partir de los axiomas que definen la estructura de anillo, se pueden deducir una serie de propiedades básicas que se cumplen en cualquier anillo. Estas propiedades son extensiones naturales de las reglas aritméticas que conocemos de los números.


Teorema 3.30 Sea (A,+,⋅)(A, +, \cdot ) un anillo. Sean a,b∈Aa, b \in A. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:


	Anulación por cero: Para todo elemento a∈Aa \in A, el producto de aa por el elemento neutro aditivo 00 (cero del anillo) es siempre 00. Es decir, a⋅0=0⋅a=0.
a \cdot 0 = 0 \cdot a = 0.


	Producto por el opuesto: Para todo a,b∈Aa, b \in A, el producto de aa por el opuesto aditivo de bb (es decir, −b-b) es igual al opuesto aditivo del producto a⋅ba \cdot b (es decir, −(a⋅b)-(a \cdot b)). Similarmente para el producto de −a-a por bb. Es decir, (−a)⋅b=a⋅(−b)=−(a⋅b).
(-a) \cdot b = a \cdot (-b) = -(a\cdot b).


	Producto de opuestos: Para todo a,b∈Aa, b \in A, el producto del opuesto aditivo de aa por el opuesto aditivo de bb es igual al producto de aa por bb. Es decir, (−a)⋅(−b)=a⋅b.
(-a) \cdot (-b) = a\cdot b.







Prueba. 


	Anulación por cero



Consideremos la expresión a⋅0=a⋅(0+0)a \cdot 0 = a \cdot (0 + 0). Por la propiedad distributiva, a⋅(0+0)=a⋅0+a⋅0a \cdot (0 + 0) = a \cdot 0 + a \cdot 0. Por lo tanto, a⋅0=a⋅0+a⋅0a \cdot 0 = a \cdot 0 + a \cdot 0. Sumando el opuesto aditivo de a⋅0a \cdot 0 a ambos lados, obtenemos a⋅0+(−(a⋅0))=(a⋅0+a⋅0)+(−(a⋅0))a \cdot 0 + (-(a \cdot 0)) = (a \cdot 0 + a \cdot 0) + (-(a \cdot 0)), lo que se simplifica a 0=a⋅0+(a⋅0+(−(a⋅0)))=a⋅0+0=a⋅00 = a \cdot 0 + (a \cdot 0 + (-(a \cdot 0))) = a \cdot 0 + 0 = a \cdot 0. Por lo tanto, a⋅0=0a \cdot 0 = 0. De manera análoga se demuestra que 0⋅a=00 \cdot a = 0 usando la distributiva por la derecha.


	Producto por el opuesto



Consideremos a+(−a)=0a + (-a) = 0. Multiplicando por bb por la derecha, obtenemos (a+(−a))⋅b=0⋅b=0(a + (-a)) \cdot b = 0 \cdot b = 0 (por la propiedad anterior). Por la distributiva por la derecha, (a+(−a))⋅b=a⋅b+(−a)⋅b(a + (-a)) \cdot b = a \cdot b + (-a) \cdot b. Por lo tanto, a⋅b+(−a)⋅b=0a \cdot b + (-a) \cdot b = 0. Esto significa que (−a)⋅b(-a) \cdot b es el opuesto aditivo de a⋅ba \cdot b, es decir, (−a)⋅b=−(a⋅b)(-a) \cdot b = -(a \cdot b). De forma análoga se demuestra que a⋅(−b)=−(a⋅b)a \cdot (-b) = -(a \cdot b) usando la distributiva por la izquierda y multiplicando b+(−b)=0b + (-b) = 0 por aa por la izquierda.


	Producto de opuestos



Usando la propiedad anterior, (−a)⋅(−b)=−(a⋅(−b))(-a) \cdot (-b) = - (a \cdot (-b)). También, por la propiedad anterior, a⋅(−b)=−(a⋅b)a \cdot (-b) = -(a \cdot b). Por lo tanto, (−a)⋅(−b)=−(−(a⋅b))(-a) \cdot (-b) = - (-(a \cdot b)). Como el opuesto del opuesto de un elemento es el propio elemento (en un grupo abeliano), −(−(a⋅b))=a⋅b-( -(a \cdot b)) = a \cdot b. Así, (−a)⋅(−b)=a⋅b(-a) \cdot (-b) = a \cdot b.



Estas propiedades, aunque elementales, son de uso constante al trabajar con anillos, y permiten extender la intuición aritmética desde los números a estructuras algebraicas más generales.


3.2.1.1 Divisores de Cero

En los anillos, a diferencia de los cuerpos (y en particular, de los sistemas numéricos ℚ,ℝ,ℂ\mathbb{Q}, \mathbb{R}, \mathbb{C}), es posible que el producto de dos elementos no nulos sea igual al elemento cero. Esta peculiaridad da lugar a la noción de divisores de cero.


Definición 3.19 Sea (A,+,⋅)(A, +, \cdot) un anillo. Un elemento x∈Ax \in A se dice divisor de cero si x≠0x \ne 0 (es el cero del anillo) y existe al menos un elemento y∈Ay \in A tal que y≠0y \ne 0 (también no nulo) y se cumple alguna de las siguientes condiciones:


	Divisor de cero por la izquierda: x⋅y=0x \cdot y = 0.

	Divisor de cero por la derecha: y⋅x=0y \cdot x = 0.



Si el anillo AA es conmutativo, no hay distinción entre divisores de cero por la izquierda y por la derecha, y simplemente se habla de divisor de cero. Un elemento x∈Ax \in A es divisor de cero si x≠0x \ne 0 y existe y≠0y \ne 0 tal que x⋅y=0x \cdot y = 0.



Un anillo que no posee divisores de cero no nulos se denomina anillo sin divisores de cero o anillo íntegro. Un dominio íntegro es un anillo conmutativo, unitario y sin divisores de cero no nulos. Los dominios íntegros generalizan la noción de “enteros” a contextos algebraicos más amplios.


Ejemplo 3.33  


	Divisores de cero en (ℤ36,+36,⋅36)(\mathbb{Z}_{36}, +_{36}, \cdot_{36}): Consideremos el anillo de los enteros módulo 3636, (ℤ36,+36,⋅36)(\mathbb{Z}_{36}, +_{36}, \cdot_{36}). El elemento [4]36[4]_{36} (o simplemente 44 en notación simplificada) es un divisor de cero en ℤ36\mathbb{Z}_{36}. En efecto, 4≠[0]364 \ne [0]_{36} en ℤ36\mathbb{Z}_{36}, y existe un elemento no nulo, por ejemplo [9]36[9]_{36} (o 99), tal que [9]36≠[0]36[9]_{36} \ne [0]_{36} en ℤ36\mathbb{Z}_{36}, y su producto módulo 3636 es: [4]36⋅36[9]36=[4⋅9]36=[36]36=[0]36.
[4]_{36} \cdot_{36} [9]_{36} = [4 \cdot 9]_{36} = [36]_{36} = [0]_{36}.
 Por lo tanto, 4⋅369=04 \cdot_{36} 9 = 0 en ℤ36\mathbb{Z}_{36}, y 44 es un divisor de cero (y también 99 lo es). En general, en (ℤm,+m,⋅m)(\mathbb{Z}_m, +_m, \cdot_m), existen divisores de cero si y solo si mm es un número compuesto. Si mm es primo, ℤm\mathbb{Z}_m no tiene divisores de cero no nulos (de hecho, es un cuerpo).

	Por ejemplo, en ℤ6\mathbb{Z}_6, [2]6⋅6[3]6=[6]6=[0]6[2]_6 \cdot_6 [3]_6 = [6]_6 = [0]_6, por lo que [2]6[2]_6 y [3]6[3]_6 son divisores de cero.




	Divisores de cero en (ℳ2×2(ℝ),+,⋅)(\mathcal{M}_{2\times 2}(\mathbb{R}), +, \cdot): En el anillo de matrices cuadradas de 2×22 \times 2 con entradas reales (ℳ2×2(ℝ),+,⋅)(\mathcal{M}_{2\times 2}(\mathbb{R}), +, \cdot), existen divisores de cero. Consideremos la matriz no nula X=(1000)≠𝟎X = \begin{pmatrix} 1 & 0 \\ 0 & 0 \end{pmatrix} \ne \mathbf{0} (donde 𝟎\mathbf{0} es la matriz nula de 2×22 \times 2). Podemos encontrar una matriz no nula YY tal que su producto sea la matriz nula. Por ejemplo, sea Y=(0010)≠𝟎Y = \begin{pmatrix} 0 & 0 \\ 1 & 0 \end{pmatrix} \ne \mathbf{0}. Entonces, el producto X⋅YX \cdot Y es: X⋅Y=(1000)(0010)=(1⋅0+0⋅11⋅0+0⋅00⋅0+0⋅10⋅0+0⋅0)=(0000)=𝟎.
X \cdot Y = \begin{pmatrix} 1 & 0 \\ 0 & 0 \end{pmatrix} \begin{pmatrix} 0 & 0 \\ 1 & 0 \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 1\cdot 0 + 0\cdot 1 & 1\cdot 0 + 0\cdot 0 \\ 0\cdot 0 + 0\cdot 1 & 0\cdot 0 + 0\cdot 0 \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 0 & 0 \\ 0 & 0 \end{pmatrix} = \mathbf{0}.
 Por lo tanto, X⋅Y=𝟎X \cdot Y = \mathbf{0} con X≠𝟎X \ne \mathbf{0} e Y≠𝟎Y \ne \mathbf{0}, lo que muestra que X=(1000)X = \begin{pmatrix} 1 & 0 \\ 0 & 0 \end{pmatrix} es un divisor de cero por la derecha en (ℳ2×2(ℝ),+,⋅)(\mathcal{M}_{2\times 2}(\mathbb{R}), +, \cdot). También se puede verificar que Y⋅X=𝟎Y \cdot X = \mathbf{0}, por lo que XX también es divisor de cero por la izquierda (y YY también es divisor de cero).

	Otro ejemplo en ℳ2×2(ℝ)\mathcal{M}_{2\times 2}(\mathbb{R}): Sean A=(1111)A = \begin{pmatrix} 1 & 1 \\ 1 & 1 \end{pmatrix} y B=(11−1−1)B = \begin{pmatrix} 1 & 1 \\ -1 & -1 \end{pmatrix}. Entonces A≠𝟎,B≠𝟎A \neq \mathbf{0}, B \neq \mathbf{0}, y A⋅B=(0000)=𝟎A \cdot B = \begin{pmatrix} 0 & 0 \\ 0 & 0 \end{pmatrix} = \mathbf{0}.











3.2.2 Cuerpos

Dentro de los anillos unitarios y conmutativos, una clase particularmente importante es la de los cuerpos. Los cuerpos son anillos en los cuales es posible realizar la operación de división por cualquier elemento no nulo.


Definición 3.20 Un cuerpo es una terna (K,+,⋅)(K, +, \cdot) que satisface las siguientes propiedades:


	(K,+,⋅)(K, +, \cdot) es un anillo unitario y conmutativo. Es decir, (K,+,⋅)(K, +, \cdot) cumple todos los axiomas de anillo, y además el producto ⋅\cdot es conmutativo y existe elemento unidad multiplicativo 1∈K1 \in K.

	Todo elemento no nulo de KK es invertible respecto del producto. Esto significa que para cada x∈Kx \in K con x≠0x \ne 0, existe un elemento x−1∈Kx^{-1} \in K tal que x⋅x−1=x−1⋅x=1x \cdot x^{-1} = x^{-1} \cdot x = 1. Equivalentemente, se puede decir que el conjunto de elementos no nulos de KK, K−{0}K-\{0\}, con la operación producto ⋅\cdot, es un grupo abeliano: ((K−{0}),⋅)((K-\{0\}), \cdot) es un grupo abeliano.





En resumen, un cuerpo es un anillo conmutativo y unitario en el que todo elemento diferente del cero tiene inverso multiplicativo. En un cuerpo, se pueden realizar las cuatro operaciones básicas de la aritmética: suma, resta, multiplicación y división (por elementos no nulos). Los cuerpos son las estructuras algebraicas que mejor generalizan las propiedades de los números racionales, reales y complejos.

Una propiedad importante de los cuerpos es que un cuerpo no tiene divisores de cero.


Teorema 3.31 Si (K,+,⋅)(K, +, \cdot) es un cuerpo, entonces KK no tiene divisores de cero no nulos.




Prueba. Sea x∈Kx \in K un divisor de cero. Entonces, por definición, x≠0x \ne 0 y existe y∈Ky \in K con y≠0y \ne 0 tal que x⋅y=0x \cdot y = 0. Como KK es un cuerpo y x≠0x \ne 0, existe el inverso multiplicativo x−1∈Kx^{-1} \in K. Multiplicando la ecuación x⋅y=0x \cdot y = 0 por x−1x^{-1} por la izquierda, obtenemos x−1⋅(x⋅y)=x−1⋅0x^{-1} \cdot (x \cdot y) = x^{-1} \cdot 0. Por la asociatividad del producto, (x−1⋅x)⋅y=x−1⋅0(x^{-1} \cdot x) \cdot y = x^{-1} \cdot 0. Como x−1⋅x=1x^{-1} \cdot x = 1 (unidad de KK) y x−1⋅0=0x^{-1} \cdot 0 = 0 (anulación por cero en anillos), obtenemos 1⋅y=01 \cdot y = 0, lo que simplifica a y=0y = 0. Pero esto contradice la condición inicial de que y≠0y \ne 0. Por lo tanto, no puede existir un divisor de cero no nulo en un cuerpo. En consecuencia, un cuerpo es un anillo íntegro.





3.2.3 Subanillos y Subcuerpos

Al igual que con los grupos, dentro de los anillos y cuerpos se pueden considerar subestructuras que heredan las propiedades algebraicas de la estructura mayor.


Definición 3.21 Sea (A,+,⋅)(A, +, \cdot ) un anillo (respectivamente, un cuerpo) y sea BB un subconjunto no vacío de AA.


	Se dice que BB es un subanillo de AA si (B,+,⋅)(B, +, \cdot) es un anillo con las mismas operaciones de suma y producto que en AA, restringidas a BB. Para que B⊆AB \subseteq A sea un subanillo, se debe verificar:


	(B,+)(B, +) es un subgrupo de (A,+)(A, +). Esto se verifica si BB es cerrado bajo la resta: para todo x,y∈Bx, y \in B, x−y∈Bx - y \in B, y 0∈B0 \in B.

	BB es cerrado bajo el producto de AA: para todo x,y∈Bx, y \in B, x⋅y∈Bx \cdot y \in B.




	Si AA es un cuerpo, se dice que BB es un subcuerpo de AA si BB es un subanillo de AA y, además, (B,+,⋅)(B, +, \cdot) es también un cuerpo. Para que B⊆AB \subseteq A sea un subcuerpo de un cuerpo AA, se debe verificar que BB es subanillo de AA, 1∈B1 \in B (si AA es unitario), y que para todo x∈Bx \in B con x≠0x \ne 0, el inverso multiplicativo x−1x^{-1} (que existe en AA por ser cuerpo) también pertenece a BB. En resumen, para que B⊆AB \subseteq A sea un subcuerpo de un cuerpo AA, se debe verificar:


	0∈B0 \in B y 1∈B1 \in B.

	Para todo x,y∈Bx, y \in B, x−y∈Bx - y \in B.

	Para todo x,y∈Bx, y \in B, x⋅y∈Bx \cdot y \in B.

	Para todo x∈Bx \in B con x≠0x \ne 0, x−1∈Bx^{-1} \in B.









Ejemplo 3.34  


	Cuerpos Numéricos Fundamentales: Los conjuntos numéricos (ℚ,+,⋅)(\mathbb{Q}, +, \cdot), (ℝ,+,⋅)(\mathbb{R}, +, \cdot) y (ℂ,+,⋅)(\mathbb{C}, +, \cdot) son los cuerpos numéricos más importantes y familiares, con las operaciones de suma y producto usuales. Los tres son cuerpos conmutativos y unitarios.


	Relación de Subcuerpos entre Cuerpos Numéricos: Existe una relación de inclusión entre estos cuerpos: ℚ⊂ℝ⊂ℂ\mathbb{Q} \subset \mathbb{R} \subset \mathbb{C}. Además, ℚ\mathbb{Q} es un subcuerpo de ℝ\mathbb{R}, y ℝ\mathbb{R} es un subcuerpo de ℂ\mathbb{C}. Es decir, (ℚ,+,⋅)(\mathbb{Q}, +, \cdot) es un cuerpo contenido dentro de (ℝ,+,⋅)(\mathbb{R}, +, \cdot), y (ℝ,+,⋅)(\mathbb{R}, +, \cdot) es un cuerpo contenido dentro de (ℂ,+,⋅)(\mathbb{C}, +, \cdot).


	Cuerpos Finitos ℤp\mathbb{Z}_p: Para cada número primo pp, el anillo de enteros módulo pp, (ℤp,+p,⋅p)(\mathbb{Z}_p, +_p, \cdot_p), es un cuerpo finito. Se denota también por 𝔽p\mathbb{F}_p o GF(p)GF(p) (Cuerpo de Galois de orden pp). Por ejemplo, (ℤ2,+2,⋅2)(\mathbb{Z}_2, +_2, \cdot_2), (ℤ3,+3,⋅3)(\mathbb{Z}_3, +_3, \cdot_3), (ℤ5,+5,⋅5)(\mathbb{Z}_5, +_5, \cdot_5), etc., son cuerpos finitos. Estos cuerpos son de enorme importancia en diversas áreas, como la computación, la criptografía, la teoría de códigos, y la combinatoria. Como ya se mencionó, (ℤn,+n,⋅n)(\mathbb{Z}_n, +_n, \cdot_n) es un cuerpo si y solo si nn es un número primo. Si nn es compuesto, ℤn\mathbb{Z}_n contiene divisores de cero no nulos, y por lo tanto no puede ser un cuerpo.


	ℤ2={[0]2,[1]2}\mathbb{Z}_2 = \{[0]_2, [1]_2 \} es el cuerpo más pequeño posible, con solo dos elementos. Sus tablas de operaciones son conocidas.               




	Cuerpo de Funciones Racionales: Dado un cuerpo KK, el conjunto de funciones racionales K(x)={f(x)g(x)∣f(x),g(x)∈K[x],g(x)≠0}K(x) = \{ \frac{f(x)}{g(x)} \mid f(x), g(x) \in K[x], g(x) \ne 0 \} (cocientes de polinomios con coeficientes en KK, donde g(x)g(x) no es el polinomio cero), con las operaciones usuales de suma y producto de fracciones, es un cuerpo, llamado cuerpo de funciones racionales sobre KK. Por ejemplo, ℚ(x)\mathbb{Q}(x) es el cuerpo de funciones racionales con coeficientes racionales.








3.2.4 Isomorfismos de Anillos y Cuerpos

Al igual que en la teoría de grupos, el concepto de isomorfismo es fundamental para entender cuándo dos anillos (o cuerpos) son esencialmente “la misma estructura algebraica”, aunque puedan estar definidos de manera diferente o con elementos de distinta naturaleza.


Definición 3.22 Dados dos anillos (A,+,⋅)(A, +, \cdot) y (B,*,•)(B, \ast, \bullet), se dice que son anillos isomorfos si existe una función φ:A→B\varphi\colon A\to B que satisface las siguientes condiciones:


	φ\varphi es biyectiva: φ\varphi es tanto inyectiva (si φ(a1)=φ(a2)\varphi(a_1) = \varphi(a_2), entonces a1=a2a_1 = a_2) como sobreyectiva (para todo b∈Bb \in B, existe a∈Aa \in A tal que φ(a)=b\varphi(a) = b).

	φ\varphi preserva la suma: Para todo a1,a2∈Aa_1, a_2 \in A, φ(a1+a2)=φ(a1)*φ(a2)\varphi(a_1 + a_2) = \varphi(a_1) \ast \varphi(a_2).

	φ\varphi preserva el producto: Para todo a1,a2∈Aa_1, a_2 \in A, φ(a1⋅a2)=φ(a1)•φ(a2)\varphi(a_1 \cdot a_2) = \varphi(a_1) \bullet \varphi(a_2).



Una función φ:A→B\varphi\colon A\to B que cumple las condiciones 2 y 3 se denomina homomorfismo de anillos. Por lo tanto, un isomorfismo de anillos es un homomorfismo de anillos biyectivo.

Si AA y BB son cuerpos, se dice que son cuerpos isomorfos si existe un isomorfismo de anillos φ:A→B\varphi\colon A\to B.




[image: Évariste Galois]
 Évariste Galois (1811-1832) fue un matemático francés revolucionario. La noche antes de un duelo (que se cree que fue por motivos románticos o políticos), Galois, consciente de la posibilidad de su muerte, se dedicó febrilmente a escribir sus descubrimientos matemáticos. En estas cartas y manuscritos, esbozó las ideas fundamentales de lo que hoy conocemos como teoría de Galois, que relaciona las extensiones de cuerpos con la teoría de grupos para estudiar la resolubilidad de ecuaciones polinómicas. Galois murió al día siguiente, a los 20 años, pero su trabajo, inicialmente incomprendido, revolucionaría las matemáticas del siglo XIX y posteriores.



Si existe un isomorfismo entre dos anillos (o cuerpos) AA y BB, se dice que AA y BB son isomorfos, y se denota A≅BA \cong B. La relación de isomorfismo es una relación de equivalencia entre anillos (o cuerpos). Los anillos (o cuerpos) isomorfos se consideran estructuralmente indistinguibles, ya que un isomorfismo establece una correspondencia biunívoca entre sus elementos que preserva ambas operaciones algebraicas.

Un homomorfismo de anillos φ:A→B\varphi\colon A\to B siempre satisface φ(0A)=0B\varphi(0_A) = 0_B y si AA y BB son unitarios y φ\varphi es sobreyectivo, entonces φ(1A)=1B\varphi(1_A) = 1_B.



3.2.5 Importancia de los Cuerpos Finitos (Cuerpos de Galois)

Como se mencionó anteriormente, los cuerpos finitos (ℤp,+p,⋅p)(\mathbb{Z}_p, +_p, \cdot_p), donde pp es un número primo, son de gran importancia en diversas aplicaciones. Sin embargo, la familia de cuerpos finitos no se limita a los cuerpos ℤp\mathbb{Z}_p. Un resultado fundamental de la teoría de cuerpos finitos (o Teoría de Galois) establece que:


Teorema 3.32 (Existencia y Unicidad de Cuerpos Finitos) Para cada número primo pp y cada entero positivo n∈ℤ+n \in \mathbb{Z}^+, existe un único cuerpo finito, salvo isomorfismo, con pnp^n elementos. Estos cuerpos se denominan cuerpos de Galois o campos finitos, y se denotan por GF(pn)GF(p^n) o 𝔽pn\mathbb{F}_{p^n}.




	Para n=1n=1, se tiene GF(p)=𝔽p=ℤpGF(p) = \mathbb{F}_p = \mathbb{Z}_p. Así, los cuerpos ℤp\mathbb{Z}_p son los cuerpos de Galois de orden pp.

	Para n>1n > 1, los cuerpos de Galois GF(pn)GF(p^n) son diferentes de ℤpn\mathbb{Z}_{p^n} (que no es un cuerpo si n>1n > 1). La construcción de los cuerpos GF(pn)GF(p^n) para n>1n > 1 requiere herramientas más avanzadas de la teoría de cuerpos, y se basa en la teoría de extensiones de cuerpos y polinomios irreducibles sobre cuerpos finitos.



Los cuerpos de Galois 𝔽pn\mathbb{F}_{p^n} son fundamentales en áreas como:


	Criptografía: La aritmética en cuerpos finitos es la base de muchos algoritmos de criptografía moderna, incluyendo criptografía de clave pública (como el algoritmo RSA y criptografía elíptica) y criptografía simétrica (como el cifrado AES). La estructura algebraica de los cuerpos finitos permite diseñar sistemas de cifrado eficientes y seguros.


	Teoría de Códigos Correctores de Errores: Los cuerpos finitos son esenciales en la construcción de códigos correctores de errores, que se utilizan para proteger la información transmitida a través de canales ruidosos (como en comunicaciones inalámbricas, almacenamiento de datos en discos, etc.). Ejemplos importantes son los códigos de Reed-Solomon y los códigos BCH, que se construyen utilizando la estructura algebraica de los cuerpos finitos.


	Computación y Ciencias de la Información: Los cuerpos finitos y sus propiedades algebraicas tienen aplicaciones en diversas áreas de la computación, como la teoría de la información, la complejidad computacional, y el diseño de algoritmos eficientes.




El estudio de los anillos y cuerpos, y en particular de los cuerpos finitos, proporciona un marco teórico fundamental para comprender y desarrollar herramientas matemáticas y computacionales con aplicaciones en áreas tan diversas como la seguridad de la información, la comunicación digital, y el procesamiento de datos.


































































































































3.3 Aplicaciones

La teoría de grupos, que inicialmente puede parecer un campo abstracto y alejado de la realidad cotidiana, es en realidad una herramienta matemática de una versatilidad y potencia sorprendentes. Más allá de su belleza intrínseca y su elegancia formal, la teoría de grupos se revela como un lenguaje universal capaz de describir y unificar fenómenos en las más diversas áreas del conocimiento. Desde la física y la química, pasando por la informática y la criptografía, hasta llegar al arte y la música, las estructuras grupales emergen como patrones subyacentes que organizan y dan sentido a la complejidad del mundo.

En esta sección, exploraremos algunas de las aplicaciones más destacadas de la teoría de grupos, mostrando cómo los conceptos abstractos que hemos estudiado se concretan en herramientas prácticas y modelos explicativos para una amplia gama de disciplinas. Veremos cómo la capacidad de la teoría de grupos para capturar simetrías y regularidades la convierte en un instrumento indispensable para comprender la estructura fundamental de la naturaleza y resolver problemas complejos en diversos campos.

Dentro del vasto campo de la criptografía, la criptografía lineal emerge como un área fundamental con aplicaciones cruciales en el diseño y análisis de sistemas de cifrado. Basada en los principios del álgebra lineal y la teoría de grupos, la criptografía lineal utiliza transformaciones lineales sobre grupos finitos para cifrar y descifrar mensajes.






3.3.1 Simetrías de Objetos Geométricos

La noción de simetría es fundamental tanto en matemáticas como en el mundo que nos rodea. Intuitivamente, un objeto geométrico es simétrico si presenta algún tipo de invariancia bajo ciertas transformaciones. Por ejemplo, un cuadrado permanece inalterado si lo rotamos 90 grados alrededor de su centro, o si lo reflejamos respecto a una de sus diagonales. La teoría de grupos proporciona el lenguaje y las herramientas matemáticas para formalizar y estudiar sistemáticamente estas ideas de simetría. En esencia, la teoría de grupos nos permite capturar y clasificar las simetrías de cualquier objeto, ya sea geométrico, algebraico o incluso abstracto.

En este contexto, una simetría de un objeto geométrico se define como una transformación que preserva la estructura del objeto. Esto significa que después de aplicar la transformación, el objeto resulta indistinguible del objeto original. Las simetrías de un objeto geométrico forman, de manera natural, una estructura algebraica conocida como grupo de simetrías. Este grupo captura todas las posibles simetrías del objeto y las relaciones entre ellas.


3.3.1.1 Operaciones de Simetría y Grupos de Simetría

Para formalizar la idea de simetría, necesitamos definir las operaciones de simetría. Una operación de simetría es una transformación geométrica que, al aplicarse a un objeto, lo deja invariante. Las operaciones de simetría típicas incluyen:


	Rotaciones: Girar el objeto alrededor de un punto o un eje.

	Reflexiones: Invertir el objeto respecto a una línea (en 2D) o un plano (en 3D).

	Traslaciones: Desplazar el objeto en una dirección.

	Inversiones: Invertir todos los puntos del objeto a través de un punto central.

	Identidad: Dejar el objeto sin cambios (siempre es una simetría trivial).



Consideremos un objeto geométrico XX. El grupo de simetrías de XX, denotado por GXG_X, es el conjunto de todas las operaciones de simetría de XX, junto con una operación binaria que representa la composición de simetrías. Es decir, si σ\sigma y τ\tau son dos simetrías de XX, su composición σ∘τ\sigma \circ \tau (aplicar primero τ\tau y luego σ\sigma) también debe ser una simetría de XX.

Para que GXG_X sea un grupo, debe satisfacer los axiomas de grupo:


	Cerradura: La composición de dos simetrías es también una simetría.

	Asociatividad: La composición de transformaciones es asociativa. (σ∘τ)∘ρ=σ∘(τ∘ρ)(\sigma \circ \tau) \circ \rho = \sigma \circ (\tau \circ \rho).

	Elemento Identidad: Existe la simetría identidad ee (que no hace nada) tal que para cualquier simetría σ\sigma, e∘σ=σ∘e=σe \circ \sigma = \sigma \circ e = \sigma.

	Elemento Inverso: Para cada simetría σ\sigma, existe una simetría inversa σ−1\sigma^{-1} tal que σ∘σ−1=σ−1∘σ=e\sigma \circ \sigma^{-1} = \sigma^{-1} \circ \sigma = e.



Además, para grupos de simetrías geométricas, la operación de composición es la operación de grupo natural.



3.3.1.2 Ejemplos de Grupos de Simetría de Objetos Geométricos

Veamos algunos ejemplos concretos de grupos de simetría para objetos geométricos simples:


[image: Simetría en las obras de M.C. Escher]
 La teoría de grupos es la herramienta matemática fundamental para estudiar la simetría. Y la simetría no solo es un concepto matemático, sino también un principio estético y organizador en el arte, la arquitectura y la naturaleza. Desde los patrones de los mosaicos islámicos hasta las obras de M.C. Escher, la simetría juega un papel crucial. La teoría de grupos proporciona una clasificación rigurosa de los tipos de simetría posibles en diferentes dimensiones, utilizando conceptos como grupos de simetría, grupos puntuales y grupos espaciales.



1. Triángulo Equilátero

Consideremos un triángulo equilátero. ¿Qué simetrías lo dejan invariante?


	Rotaciones: Podemos rotar el triángulo por 0∘0^\circ (identidad), 120∘120^\circ, y 240∘240^\circ alrededor de su centro, y el triángulo coincide consigo mismo. Rotaciones de 360∘360^\circ son equivalentes a 0∘0^\circ. Denotemos estas rotaciones por R0,R120,R240R_0, R_{120}, R_{240}.

	Reflexiones: Un triángulo equilátero tiene tres ejes de simetría, cada uno pasando por un vértice y el punto medio del lado opuesto. Reflexionar respecto a cualquiera de estos ejes deja el triángulo invariante. Denotemos estas reflexiones por S1,S2,S3S_1, S_2, S_3.

	Identidad: La transformación identidad R0R_0 (rotación de 0∘0^\circ) es siempre una simetría.



En total, el grupo de simetrías del triángulo equilátero tiene 6 elementos: {R0,R120,R240,S1,S2,S3}\{R_0, R_{120}, R_{240}, S_1, S_2, S_3\}. Este grupo se conoce como el grupo diedral de orden 6, denotado por D3D_3 o D2⋅3D_{2\cdot 3}.


Ejercicio 3.12 Construye la tabla de Cayley de este grupo.



2. Cuadrado

Un cuadrado posee más simetrías que un triángulo equilátero:


	Rotaciones: Rotaciones de 0∘,90∘,180∘,270∘0^\circ, 90^\circ, 180^\circ, 270^\circ alrededor del centro. Denotemoslas por R0,R90,R180,R270R_0, R_{90}, R_{180}, R_{270}.


	Reflexiones:


	Reflexiones respecto a las dos diagonales. Denotemoslas por D1,D2D_1, D_2.

	Reflexiones respecto a las líneas que unen los puntos medios de los lados opuestos (ejes medio-medio). Denotemoslas por M1,M2M_1, M_2.




	Identidad: R0R_0.




El grupo de simetrías del cuadrado tiene 8 elementos: {R0,R90,R180,R270,D1,D2,M1,M2}\{R_0, R_{90}, R_{180}, R_{270}, D_1, D_2, M_1, M_2\}. Este es el grupo diedral de orden 8, denotado por D4D_4 o D2⋅4D_{2\cdot 4}.

3. Rectángulo (no cuadrado)

Un rectángulo que no es un cuadrado tiene menos simetrías que el cuadrado:


	Rotaciones: Rotaciones de 0∘,180∘0^\circ, 180^\circ alrededor del centro. Denotemoslas por R0,R180R_0, R_{180}.

	Reflexiones:

	Reflexión respecto a la línea que une los puntos medios de los lados más largos. Denotemosla por MLM_L.

	Reflexión respecto a la línea que une los puntos medios de los lados más cortos. Denotemosla por MCM_C.




	Identidad: R0R_0.



El grupo de simetrías del rectángulo tiene 4 elementos: {R0,R180,ML,MC}\{R_0, R_{180}, M_L, M_C\}. Este grupo es isomorfo al grupo de Klein o grupo 4 de Klein, denotado por V4V_4.


Ejercicio 3.13 Demostrar que el grupo de simetrías del rectángulo es isomorfo a V4V_4.



4. Polígonos Regulares

En general, un polígono regular de nn lados tiene un grupo de simetrías llamado grupo diedral de orden 2n2n, denotado por DnD_n o D2nD_{2n}. Este grupo consta de nn rotaciones (por ángulos múltiplos de 360∘/n360^\circ/n) y nn reflexiones. Los grupos diedrales DnD_n describen las simetrías de polígonos regulares en 2D y son una familia importante de grupos finitos no abelianos (para n≥3n \ge 3).

5. Objetos en 3D: El Cubo

Consideremos un cubo. Las simetrías de un cubo en el espacio 3D son más complejas, pero también se pueden clasificar sistemáticamente usando teoría de grupos. Las simetrías del cubo incluyen:


	Rotaciones alrededor de ejes que pasan por los centros de caras opuestas:


	90∘,180∘,270∘90^\circ, 180^\circ, 270^\circ alrededor de cada uno de los 3 ejes (3 ejes x 3 rotaciones no triviales = 9 rotaciones).




	Rotaciones alrededor de ejes que unen los vértices opuestos:


	120∘,240∘120^\circ, 240^\circ alrededor de cada uno de los 4 ejes (4 ejes x 2 rotaciones no triviales = 8 rotaciones).




	Rotaciones alrededor de ejes que unen los puntos medios de aristas opuestas:


	180∘180^\circ alrededor de cada uno de los 6 ejes (6 ejes x 1 rotación no trivial = 6 rotaciones).




	Reflexiones respecto a planos:


	Reflexiones respecto a los planos perpendiculares a los ejes que unen centros de caras opuestas (3 planos).

	Reflexiones respecto a los planos que contienen aristas opuestas (6 planos).




	Inversión central: Inversión a través del centro del cubo.


	Identidad: Dejar el cubo sin cambios.




Contando todas estas simetrías, se puede demostrar que el grupo de simetrías rotacionales del cubo tiene 24 elementos, y el grupo de simetrías completo (incluyendo reflexiones) tiene 48 elementos. El grupo de simetrías rotacionales del cubo es isomorfo al grupo simétrico S4S_4, y el grupo de simetrías completo es isomorfo al producto directo S4×ℤ2S_4 \times \mathbb{Z}_2.



3.3.1.3 El Cubo de Rubik y la Teoría de Grupos

El Cubo de Rubik es un famoso rompecabezas mecánico inventado en 1974 por el escultor y profesor de arquitectura húngaro Ernő Rubik. Aunque a primera vista parece un simple juego de ingenio, el Cubo de Rubik posee una rica estructura matemática que puede ser descrita y analizada utilizando la teoría de grupos.

Cada movimiento permitido en el Cubo de Rubik (girar una cara 90 grados) es una permutación de las piececitas del cubo. Si consideramos el conjunto de todas las posibles configuraciones del Cubo de Rubik, y las operaciones permitidas como transformaciones entre estas configuraciones, podemos ver que estas operaciones forman un grupo.

El grupo del Cubo de Rubik se define formalmente como el grupo generado por las rotaciones de cada una de las seis caras del cubo de 3x3x3. Cada movimiento de una cara puede verse como una permutación de las piececitas (esquinas y aristas) del cubo. La operación de grupo es la composición de movimientos.

Algunas propiedades importantes del grupo del Cubo de Rubik:


	Orden del grupo: El orden del grupo del Cubo de Rubik (es decir, el número total de configuraciones posibles accesibles desde la posición resuelta) es: 8⋅38⋅12⋅2122⋅2⋅3=43,252,003,274,489,856,000≈4.33×1019
\frac{8\! \cdot 3^8 \cdot 12\! \cdot 2^{12}}{2 \cdot 2 \cdot 3} = 43,252,003,274,489,856,000 \approx 4.33 \times 10^{19}
 Este es un número extremadamente grande, lo que explica por qué resolver el Cubo de Rubik puede ser un desafío. La fórmula anterior se deriva de considerar las permutaciones posibles de las esquinas (8!), las orientaciones de las esquinas (383^8), las permutaciones de las aristas (12!), las orientaciones de las aristas (2122^{12}), y dividir por factores de 2, 2, 3 debido a restricciones de paridad en las permutaciones y orientaciones que son siempre satisfechas en un Cubo de Rubik legalmente mezclado.


	Generadores: El grupo del Cubo de Rubik está generado por las 6 rotaciones de las caras (usualmente denotadas por F, B, U, D, L, R para Front, Back, Up, Down, Left, Right). Cualquier configuración del Cubo de Rubik puede alcanzarse desde la posición resuelta mediante una secuencia de estas 6 operaciones básicas.


	Algoritmos de Solución: Los algoritmos para resolver el Cubo de Rubik, como el método de principiantes o métodos más avanzados como CFOP (Cross, F2L, OLL, PLL), se basan implícitamente en la estructura del grupo del Cubo de Rubik. Estos algoritmos descomponen el problema en pasos más pequeños, donde cada paso se corresponde a manipular ciertas partes del cubo utilizando secuencias específicas de movimientos (conocidas como “algoritmos” en la jerga del Cubo de Rubik).


	Teoría de Subgrupos: El estudio de subgrupos del grupo del Cubo de Rubik permite entender subconjuntos de movimientos que afectan solo a ciertas partes del cubo, dejando otras invariantes. Esto es crucial para diseñar algoritmos de solución eficientes.


	Software para Teoría de Grupos y Cubo de Rubik: Existen programas de software especializados en teoría de grupos computacional (como GAP, Magma) que pueden utilizarse para calcular propiedades del grupo del Cubo de Rubik, simular movimientos, y analizar algoritmos de solución. También existen simuladores de Cubo de Rubik en línea y aplicaciones que permiten explorar interactivamente el grupo del cubo.

















3.3.1.4 Conclusiones

En resumen, la teoría de grupos proporciona un marco poderoso y elegante para entender las simetrías de objetos geométricos, y el Cubo de Rubik es un ejemplo fascinante de cómo estas ideas abstractas pueden aplicarse a un objeto concreto y popular. El estudio del grupo del Cubo de Rubik no solo es un ejercicio interesante en teoría de grupos, sino que también ayuda a comprender la complejidad y la belleza matemática que puede esconderse incluso en los rompecabezas más cotidianos.




3.3.2 Codificación lineal

La teoría de códigos correctores de errores se sitúa en la intersección de la teoría de la información, la computación y el álgebra abstracta. En particular, la codificación por homomorfismos, también conocida como codificación lineal, aprovecha la estructura algebraica de los espacios vectoriales sobre cuerpos finitos, que a su vez están íntimamente ligados a la teoría de grupos. Esta práctica explorará los fundamentos de la codificación lineal binaria, haciendo especial hincapié en su conexión con la teoría de grupos y las clases laterales.


3.3.2.1 El Problema de la Comunicación y la Codificación

Cuando transmitimos información digital, ya sea a través de un cable, ondas de radio, redes wifi o incluso al almacenar datos en un disco duro, la integridad del mensaje se ve amenazada por el ruido y las imperfecciones del medio. Incluso los sistemas de comunicación más avanzados experimentan errores. Estos errores, aunque puedan parecer insignificantes, pueden tener consecuencias graves dependiendo de la aplicación. La Teoría de la Codificación surge como respuesta a esta problemática, buscando métodos para detectar y corregir errores de manera eficiente.

Un ejemplo sencillo de codificación para ilustrar la idea básica es la repetición. Si queremos enviar un mensaje binario, en lugar de enviar un bit xx, podríamos enviarlo duplicado, xxxx. Si al recibir el mensaje obtenemos x1x2x_1x_2 y x1≠x2x_1 \ne x_2, sabremos que ha ocurrido un error. Podríamos incluso triplicar el envío, xxxxxx. Si recibimos x1x2x3x_1x_2x_3, y asumimos que como mucho ha ocurrido un error, podríamos decodificar el mensaje original como la “mayoría” de los bits recibidos (por ejemplo, si recibimos 101, decodificaríamos como 1).

La teoría de la codificación busca generalizar y formalizar estas ideas, diseñando sistemas de codificación algebraicos que no solo detecten errores, sino que también, en la medida de lo posible, los corrijan automáticamente.



3.3.2.2 Códigos Lineales: Homomorfismos de Grupos

En la comunicación digital, los mensajes se representan como secuencias de bits, es decir, elementos del cuerpo binario ℤ2={0,1}\mathbb{Z}_2 = \{0, 1\}. Consideramos palabras como vectores de longitud mm en el espacio vectorial ℤ2m\mathbb{Z}_2^m. Un código lineal se construye utilizando una función de codificación 𝒞\mathcal{C} que transforma un mensaje de longitud mm en una palabra código de longitud n>mn > m. Formalmente, una función de codificación (m,n)(m, n) es una función inyectiva: 𝒞:ℤ2m→ℤ2n\mathcal{C} \colon \mathbb{Z}_2^m \longrightarrow \mathbb{Z}_2^n

El conjunto imagen de esta función, Im(𝒞)=C\operatorname{Im}(\mathcal{C}) = C, es el código, y sus elementos se denominan palabras código o palabras clave. En el caso de códigos lineales, la función de codificación 𝒞\mathcal{C} es un homomorfismo de grupos. Dado que estamos trabajando con grupos producto sobre ℤ2\mathbb{Z}_2, que son grupos abelianos, la condición de homomorfismo se traduce en: 𝒞(𝐱+𝐲)=𝒞(𝐱)+𝒞(𝐲)∀𝐱,𝐲∈ℤ2m\mathcal{C}(\mathbf{x} + \mathbf{y}) = \mathcal{C}(\mathbf{x}) + \mathcal{C}(\mathbf{y}) \quad \forall \mathbf{x}, \mathbf{y} \in \mathbb{Z}_2^m y, además, se tiene que 𝒞(𝟎)=𝟎\mathcal{C}(\mathbf{0}) = \mathbf{0}, donde la suma es la suma vectorial en ℤ2m\mathbb{Z}_2^m y ℤ2n\mathbb{Z}_2^n respectivamente. Esta propiedad de homomorfismo implica que el código C=Im(𝒞)C = \operatorname{Im}(\mathcal{C}) es un subgrupo de ℤ2n\mathbb{Z}_2^n. Esta estructura de subgrupo es fundamental para el diseño y análisis de códigos lineales.


Ejemplo 3.35 Consideremos la función de codificación 𝒞:ℤ22→ℤ24\mathcal{C} \colon \mathbb{Z}_2^2 \to \mathbb{Z}_2^4 definida por la matriz generadora: 𝒢=(10110101)\mathcal{G} = \begin{pmatrix} 1 & 0 & 1 & 1 \\ 0 & 1 & 0 & 1 \end{pmatrix}

La codificación de un mensaje 𝐱=(x1,x2)∈ℤ22\mathbf{x} = (x_1, x_2) \in \mathbb{Z}_2^2 se realiza mediante el producto matricial: 𝒞(𝐱)=𝐱𝒢=(x1,x2,x1+x2,x1+x2)\mathcal{C}(\mathbf{x}) = \mathbf{x}\mathcal{G} = (x_1, x_2, x_1+x_2, x_1+x_2). Explícitamente, las palabras código son: 𝒞(00)=0000𝒞(01)=0101𝒞(10)=1011𝒞(11)=1110\begin{array}{ccc} \mathcal{C}(00) & = & 0000 \\ \mathcal{C}(01) & = & 0101 \\ \mathcal{C}(10) & = & 1011 \\ \mathcal{C}(11) & = & 1110 \end{array}

Verificamos que 𝒞\mathcal{C} es un homomorfismo. Por ejemplo, 𝒞(01)+𝒞(10)=0101+1011=1110=𝒞(11)=𝒞(01+10)\mathcal{C}(01) + \mathcal{C}(10) = 0101 + 1011 = 1110 = \mathcal{C}(11) = \mathcal{C}(01+10). El código C={0000,0101,1011,1110}C = \{0000, 0101, 1011, 1110\} es un subespacio de ℤ24\mathbb{Z}_2^4.




Ejercicio 3.14 Demuestra formalmente que la función de codificación 𝒞𝒢(𝐱)=𝐱𝒢\mathcal{C}_{\mathcal{G}}(\mathbf{x}) = \mathbf{x}\mathcal{G} definida por una matriz GG de dimensiones m×nm \times n es un homomorfismo de grupos.





3.3.2.3 Distancia de Hamming y Capacidad de Corrección

Para evaluar la calidad de un código, necesitamos medir su capacidad para detectar y corregir errores. Introducimos la distancia de Hamming entre dos palabras 𝐮,𝐯∈ℤ2n\mathbf{u}, \mathbf{v} \in \mathbb{Z}_2^n como el número de posiciones en las que difieren:

δ(𝐮,𝐯)=|𝐮⊕𝐯| \delta(\mathbf{u}, \mathbf{v}) = |\mathbf{u} \oplus \mathbf{v}| 

donde |𝐰||\mathbf{w}| denota el peso de Hamming de 𝐰\mathbf{w}, que es el número de componentes no nulas (unos en el caso binario). La distancia de Hamming es una métrica en ℤ2n\mathbb{Z}_2^n.

La distancia mínima de un código CC, denotada dmin(C)d_{\min}(C), es la mínima distancia entre dos palabras código distintas: dmin(C)=min{δ(𝐜1,𝐜2)∣𝐜1,𝐜2∈C,𝐜1≠𝐜2}
d_{\min}(C) = \min \{ \delta(\mathbf{c}_1, \mathbf{c}_2) \mid \mathbf{c}_1, \mathbf{c}_2 \in C, \mathbf{c}_1 \ne \mathbf{c}_2 \}


La distancia mínima es un parámetro crucial que determina la capacidad de detección y corrección de errores de un código.


Teorema 3.33 Un código CC con distancia mínima dmind_{\min} puede:


	Detectar hasta dmin−1d_{\min} - 1 errores. Si se reciben hasta dmin−1d_{\min} - 1 errores, la palabra recibida no será una palabra código, y por lo tanto, se detectará el error.

	Corregir hasta ⌊dmin−12⌋\lfloor \frac{d_{\min} - 1}{2} \rfloor errores. Si se reciben hasta ⌊dmin−12⌋\lfloor \frac{d_{\min} - 1}{2} \rfloor errores, existe una única palabra código que está a distancia mínima de la palabra recibida, y podemos decodificar correctamente a esa palabra código.






Ejercicio 3.15 Calcula la distancia mínima del código del ejemplo anterior C={0000,0101,1011,1110}C = \{0000, 0101, 1011, 1110\}. Determina cuántos errores puede detectar y corregir este código.




Teorema 3.34 (Distancia mínima) Para un código lineal CC, la distancia mínima es igual al mínimo peso de una palabra código no nula: dmin(C)=min{|𝐜|∣𝐜∈C,𝐜≠𝟎}d_{\min}(C) = \min \{ |\mathbf{c}| \mid \mathbf{c} \in C, \mathbf{c} \ne \mathbf{0} \}



Esta propiedad simplifica significativamente el cálculo de la distancia mínima para códigos lineales, ya que solo necesitamos considerar las palabras código no nulas.


Ejemplo 3.36 Para el código C={0000,0101,1011,1110}C = \{0000, 0101, 1011, 1110\}, las palabras código no nulas son 0101, 1011, 1110, con pesos 2, 3, 3 respectivamente. Por lo tanto, la distancia mínima es 2. Este código detecta hasta 1 error y no corrige ningún error.





3.3.2.4 Matriz Generadora y Matriz de Verificación de Paridad


3.3.2.4.1 El proceso de codificación

Los códigos lineales se describen convenientemente utilizando matrices. Una matriz generadora GG de un código lineal CC de dimensión kk y longitud nn es una matriz de k×nk \times n cuyas filas forman una base para CC. La función de codificación se define como 𝒞(𝐦)=𝐦G\mathcal{C}(\mathbf{m}) = \mathbf{m}G, donde 𝐦∈ℤ2k\mathbf{m} \in \mathbb{Z}_2^k es el mensaje.

Una matriz generadora sistemática tiene la forma G=[Ik|P]G = [I_k | P], donde IkI_k es la matriz identidad de k×kk \times k y PP es una matriz k×(n−k)k \times (n-k). En esta forma sistemática, las primeras kk componentes de la palabra código 𝒞(𝐦)\mathcal{C}(\mathbf{m}) son precisamente el mensaje original 𝐦\mathbf{m}: supongamos que 𝐦=(m1,…,mk)\mathbf{m} = (m_1, \ldots, m_k) es el mensaje a codificar, entonces el mensaje codificado (el que se transmite) es 𝒞(𝐦)=m1m2…mkc1c2…cn−k\mathcal C(\mathbf m) = m_1m_2\ldots m_kc_1c_2\ldots c_{n-k} donde los cjc_j son los denominados símbolos de control, que nos ayudan a detectar los errores.


Ejemplo 3.37 Sea la función de codificación 𝒞𝒢:ℤ22→ℤ25\mathcal{C}_{\mathcal{G}} \colon \mathbb{Z}_2^2 \to \mathbb{Z}_2^5 dada por la matriz generadora 𝒢\mathcal{G}: 𝒢=(1011001011)
\mathcal{G} = \left( \begin{array}{ccccc} 1 & 0 & 1 & 1 & 0 \\ 0 & 1 & 0 & 1 & 1 \end{array}\right)
 Entonces: $$
\begin{array}{ccc} \mathcal{C}_{\mathcal{G}}(00) & = & \color{blue}{00000} \\ \mathcal{C}_{\mathcal{G}}(01) & = & \color{blue}{01011} \\ \mathcal{C}_{\mathcal{G}}(10) & = & \color{blue}{10110} \\ \mathcal{C}_{\mathcal{G}}(11) & = & \underbrace{\color{blue}{11101}}_{\mathcal{W}=\operatorname{Im}{(\mathcal{C})}} \end{array}
$$ son las palabras clave, las que se transmitirían.





3.3.2.4.2 Decodificación con la matriz de decodificación

Veamos, mediante un ejemplo, qué pasaría si en la comunicación del mensaje codificado se produjera algún error. Tenemos que recordar que el conjunto de palabras clave, 𝒲=(C)(ℤ2k)\mathcal W = \mathcal(C)(\mathbb Z_2^k) es un subgrupo de ℤ2n\mathbb Z_2^n, puesto que es la imagen de un subgrupo mediante el homomorfismo de grupos 𝒞\mathcal C.


Ejemplo 3.38 Si recibimos una palabra que no es clave y el error se ha producido en el primer bit (el más a la derecha), la palabra recibida estará en la clase lateral 00001⊕𝒲00001 \oplus \mathcal{W}; si recibimos una palabra que no es clave y el error se ha producido en el segundo bit, la palabra recibida estará en la clase lateral 00010⊕𝒲00010 \oplus \mathcal{W}; así, sucesivamente, podemos situar todas las posibles palabras recibidas en alguna clase lateral del código, que podemos visualizar en una tabla como la mostrada a continuación para este ejemplo $$
\begin{array}{|r|c|c|c|c|} \hline \operatorname{Im}(\mathcal{C})=\mathcal{W} & \color{blue}{00000} & \color{blue}{01011} & \color{blue}{10110} & \color{blue}{11101} \\ \hline 00001 \oplus \mathcal{W} & 00001 & 01010 & 10111 & 11100 \\ \hline 00010 \oplus \mathcal{W} & 00010 & 01001 & 10100 & 11111 \\ \hline 00100 \oplus \mathcal{W} & 00100 & 01111 & 10010 & 11001 \\ \hline 01000 \oplus \mathcal{W} & 01000 & 00011 & \color{red}{11110} & 10101 \\ \hline 10000 \oplus \mathcal{W} & 10000 & 11011 & 00110 & 01101 \\ \hline 00101 \oplus \mathcal{W} & 00101 & 01110 & 10011 & 11000 \\ \hline 10001 \oplus \mathcal{W} & 10001 & 11010 & 00111 & 01100 \\ \hline \end{array}
$$

El encabezado está formado por los elementos del subgrupo 𝒲\mathcal W, las palabras clave. Después, cada fila es una clase lateral, puesto que es la suma de un elemento de ℤ2n\mathbb Z_2^n con 𝒲\mathcal W.

De esta forma, sabemos que la palabra clave más cercana a una recibida es la que aparece en el encabezado de la columna en donde aparece la palabra recibida. Por ejemplo, si recibimos la palabra $v=\color{red}{11110}$, la palabra clave más cercana es $\color{blue}{10110}$ y consideraremos que ese era el mensaje original, es decir, ese será el mensaje corregido.

Solo faltaría un paso: tomar las primeras componentes del vector corregido, es decir 1010, que se correspondería con el mensaje que el emisor introdujo en la comunicación.



Vemos que este método es poco eficiente, pues es costoso el generar toda la tabla de decodificación.



3.3.2.4.3 El proceso de decodificación con síndromes

Asociada a cada código lineal, existe una matriz de verificación de paridad HH de dimensiones n×(n−k)n\times (n-k). Si la matriz generadora es de la forma G=[Ik|P]G = [I_k | P], entonces la matriz de verificación de paridad se puede construir como H=(PIn−k)H = \begin{pmatrix}P \\ I_{n-k}\end{pmatrix}.

La importancia de esta matriz de verificación de paridad radica en que una palabra 𝐜∈ℤ2n\mathbf{c} \in \mathbb{Z}_2^n es una palabra código (es decir, 𝐜∈C\mathbf{c} \in C) si y sólo si 𝐜H=𝟎\mathbf{c}H = \mathbf{0}, donde 𝟎\mathbf{0} es el vector cero de longitud n−kn-k.


Teorema 3.35 Si G=[Ik|P]G = [I_k | P] y H=(PIn−k)H = \begin{pmatrix}P \\ I_{n-k}\end{pmatrix}, entonces GH=0GH = 0 (matriz nula de k×(n−k)k \times (n-k)).




Ejercicio 3.16 Para la matriz generadora G=(10110101)G = \begin{pmatrix} 1 & 0 & 1 & 1 \\ 0 & 1 & 0 & 1 \end{pmatrix}, calcula la matriz de verificación de paridad HH. Verifica que GH=0GH = 0.



La decodificación por síndrome utiliza las clases laterales de manera fundamental. El síndrome de una palabra recibida 𝐫∈ℤ2n\mathbf{r} \in \mathbb{Z}_2^n se define como 𝐬𝐢𝐧𝐝(𝐫)=𝐫H\mathbf{sind}(\mathbf{r}) = \mathbf{r}H, donde HH es la matriz de verificación de paridad.


Teorema 3.36 Dos palabras recibidas 𝐫1\mathbf{r}_1 y 𝐫2\mathbf{r}_2 pertenecen a la misma clase lateral de 𝒲\mathcal W si y sólo si tienen el mismo síndrome, es decir, 𝐬𝐢𝐧𝐝(𝐫1)=𝐬𝐢𝐧𝐝(𝐫2)\mathbf{sind}(\mathbf{r}_1) = \mathbf{sind}(\mathbf{r}_2).



Esto establece una correspondencia biunívoca entre las clases laterales (recordemos, los posibles errores cometidos en la transmisión del mensaje) y los posibles síndromes. Como hay 2n−k2^{n-k} clases laterales y el síndrome es un vector de longitud n−kn-k en ℤ2n−k\mathbb{Z}_2^{n-k}, hay exactamente 2n−k2^{n-k} síndromes posibles.

Decodificación por Síndrome: El proceso de decodificación por síndrome se basa en la siguiente idea:


	Para cada síndrome 𝐬\mathbf{s} posible, se elige un representante de clase lateral 𝐞𝐬\mathbf{e}_{\mathbf{s}} de peso mínimo en la clase lateral correspondiente al síndrome 𝐬\mathbf{s}. Este 𝐞𝐬\mathbf{e}_{\mathbf{s}} se interpreta como el vector de error más probable asociado al síndrome 𝐬\mathbf{s}.

	Se construye una tabla de clases laterales que empareja cada síndrome 𝐬\mathbf{s} con su representante de clase lateral 𝐞𝐬\mathbf{e}_{\mathbf{s}}.

	Al recibir una palabra 𝐫\mathbf{r}, se calcula su síndrome 𝐬=𝐫H\mathbf{s} = \mathbf{r}H.

	Se busca en la tabla el representante de clase lateral 𝐞𝐬\mathbf{e}_{\mathbf{s}} correspondiente al síndrome 𝐬\mathbf{s}.

	Se decodifica la palabra recibida como 𝐜=𝐫+𝐞𝐬\mathbf{c} = \mathbf{r} + \mathbf{e}_{\mathbf{s}}. Se asume que 𝐜\mathbf{c} es la palabra código enviada.

	Se extrae el mensaje original 𝐦\mathbf{m} de la palabra código 𝐜\mathbf{c} (si se utiliza una matriz generadora sistemática, 𝐦\mathbf{m} son las primeras kk componentes de 𝐜\mathbf{c}).




Ejemplo 3.39 Consideremos el código con matriz generadora G=(10110101)G = \begin{pmatrix} 1 & 0 & 1 & 1 \\ 0 & 1 & 0 & 1 \end{pmatrix} y matriz de verificación de paridad H=(10101101)H = \begin{pmatrix} 1 & 0 & 1 & 0 \\ 1 & 1 & 0 & 1 \end{pmatrix}. Las clases laterales y sus representantes de peso mínimo (líderes) se pueden construir (ver tabla en el documento anterior). Si recibimos la palabra 𝐫=1111\mathbf{r} = 1111, calculamos el síndrome: 𝐬=𝐫HT=(1,1,1,1)(11011001)=(1+0+1+0,1+1+0+1)=(0,1)
\mathbf{s} = \mathbf{r}H^T = (1, 1, 1, 1) \begin{pmatrix} 1 & 1 \\ 0 & 1 \\ 1 & 0 \\ 0 & 1 \end{pmatrix} = (1+0+1+0, 1+1+0+1) = (0, 1)


Buscando en la tabla de clases laterales (del ejemplo anterior, aunque para un código diferente, el principio es el mismo), supongamos que el representante de clase lateral para el síndrome (0,1)(0, 1) es 𝐞(0,1)=0001\mathbf{e}_{(0, 1)} = 0001. Entonces, la palabra código decodificada es 𝐜=𝐫+𝐞(0,1)=1111+0001=1110\mathbf{c} = \mathbf{r} + \mathbf{e}_{(0, 1)} = 1111 + 0001 = 1110. Si la matriz generadora es sistemática, podemos extraer el mensaje original de las primeras k=2k=2 componentes de 𝐜\mathbf{c}, que sería (1,1)(1, 1).




Ejercicio 3.17 Para el código del ejemplo con matriz generadora G=(10110101)G = \begin{pmatrix} 1 & 0 & 1 & 1 \\ 0 & 1 & 0 & 1 \end{pmatrix}:


	Construye la tabla completa de clases laterales y para cada clase lateral, identifica el representante de peso mínimo.

	Utiliza la tabla de clases laterales para decodificar las siguientes palabras recibidas: 0111,1001,1100,00100111, 1001, 1100, 0010.

	Para cada palabra decodificada, extrae el mensaje original.










3.4 Ejercicios

Estos ejercicios ayudarán a completar y afianzar las nociones estudiadas de estructuras algebraicas. Como es usual, dividimos los ejercicios en tres niveles de dificultad, que irán apareciendo progresivamente.


Ejercicio 3.18 Determina si los siguientes conjuntos con las operaciones dadas son grupos. Justifica tu respuesta:


	(ℤ,−)(\mathbb{Z}, -) (enteros con la resta)

	(ℕ∪{0},+)(\mathbb{N} \cup \{0\}, +) (números naturales incluyendo el cero con la suma)

	({2n∣n∈ℤ},⋅)(\{2^n \mid n \in \mathbb{Z}\}, \cdot) (potencias de 2 con la multiplicación)

	(ℤ5\{0},⋅5)(\mathbb{Z}_5 \setminus \{0\}, \cdot_{5}) (enteros módulo 5 no nulos con la multiplicación módulo 5)









Ejercicio 3.19 En el grupo (ℤ12,+12)(\mathbb{Z}_{12}, +_{12}), calcula:


	5+85 + 8

	3−73 - 7 (es decir, 3+(−7)3 + (-7))

	El inverso aditivo de 4.






Ejercicio 3.20 Determina el orden del grupo GL2(ℤ2)GL_2(\mathbb{Z}_2) (grupo de matrices invertibles de 2×22\times 2 con entradas en ℤ2\mathbb{Z}_2). Escribe todos sus elementos.




Ejercicio 3.21 Determina si los siguientes conjuntos son subgrupos del grupo dado. Justifica tu respuesta:


	Los números pares en (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +).

	Los números impares en (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +).

	Las matrices diagonales en GL2(ℝ)\mathrm{GL}_2(\mathbb{R}) bajo la multiplicación de matrices.

	Las matrices con determinante 1 en GL2(ℝ)\mathrm{GL}_2(\mathbb{R}) bajo la multiplicación de matrices.









Ejercicio 3.22 Determina si las siguientes aplicaciones son homomorfismos de grupos. Justifica tu respuesta:


	ϕ:(ℤ,+)→(ℤ,+)\phi: (\mathbb{Z}, +) \to (\mathbb{Z}, +) definido por ϕ(n)=2n\phi(n) = 2n.

	ϕ:(ℝ*,⋅)→(ℝ*,⋅)\phi: (\mathbb{R}^*, \cdot) \to (\mathbb{R}^*, \cdot) definido por ϕ(x)=x2\phi(x) = x^2.

	ϕ:(ℤ,+)→(ℤn,+n)\phi: (\mathbb{Z}, +) \to (\mathbb{Z}_n, +_{n}) definido por ϕ(k)=[k]n\phi(k) = [k]_n (clase de congruencia módulo nn).

	ϕ:(GLn(ℝ),⋅)→(ℝ*,⋅)\phi: (\mathrm{GL}_n(\mathbb{R}), \cdot) \to (\mathbb{R}^*, \cdot) definido por ϕ(A)=det(A)\phi(A) = \det(A).









Ejercicio 3.23 Sea G=S3G = S_3 y H=⟨[2,1,3]⟩={e,[2,1,3]}H = \langle [2,1,3] \rangle = \{e, [2,1,3]\}. Calcula las clases laterales izquierdas de HH en GG.




Ejercicio 3.24 Demuestra que la relación “ser congruente módulo HH” (donde HH es un subgrupo de GG) definida por a∼ba \sim b si a−1b∈Ha^{-1}b \in H es una relación de equivalencia en GG.




Ejercicio 3.25 ¿Cuál es el índice del subgrupo 4ℤ4\mathbb{Z} en (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +)?




Ejercicio 3.26 ¿Puede existir un grupo de orden 15 que contenga un subgrupo de orden 6? Justifica usando el teorema de Lagrange.




Ejercicio 3.27 Determina si los siguientes subgrupos son normales en el grupo dado. Justifica tu respuesta:


	H={e,(12)}H = \{e, (1 2)\} en S3S_3.

	H=AnH = A_n (grupo alternante) en SnS_n.

	H={e,r,r2,r3}H = \{e, r, r^2, r^3\} (rotaciones) en D4D_4.

	H=nℤH = n\mathbb{Z} en (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +).












Ejercicio 3.28 Sea σ,ρ∈S5\sigma, \rho \in S_5 dadas por σ=[3,5,2,1,4]\sigma = [ 3, 5, 2, 1, 4 ] y ρ=[3,1,4,2,5]\rho = [3, 1, 4, 2, 5]. Halla (σ∘ρ)−1(\sigma \circ \rho)^{-1} y (ρ∘σ)−1(\rho\circ \sigma )^{-1}.














Ejercicio 3.29 Demuestra que la composición de dos homomorfismos de grupos es también un homomorfismo de grupos.







Ejercicio 3.30 Demuestra que si NN es un subgrupo normal de GG y HH es un subgrupo de GG que contiene a NN, entonces H/NH/N es un subgrupo del grupo cociente G/NG/N.




Ejercicio 3.31 Estudia qué estructura algebraica tiene el conjunto ℤ[2]={x+y2;x,y∈ℤ}\mathbb{Z}\left[\sqrt2\right] = \Big\{ x + y\sqrt{2}\; ;\; x,y \in \mathbb{Z} \Big\} con la suma y el producto habituales.













Ejercicio 3.32 🔴 Demuestra que si (G,⋅)(G, \cdot) es un grupo y a,b∈Ga, b \in G, entonces la ecuación axb=caxb = c tiene una solución única para xx en GG, para cualquier c∈Gc \in G.




Ejercicio 3.33 🔴 Demuestra que si todo elemento de un grupo GG es su propio inverso (es decir, g2=eg^2 = e para todo g∈Gg \in G), entonces GG es abeliano.




Ejercicio 3.34 🔴 Considera el grupo diédrico D4D_4 (simetrías de un cuadrado).


	Describe geométricamente los 8 elementos de D4D_4.

	¿Es D4D_4 abeliano?






Ejercicio 3.35 🔴 Completa la tabla siguiente para que (G={e,a,b,c,d,f},*)(G = \{ e, a, b, c, d, f\}, \ast) sea un grupo. ¿Es abeliano? $$
\begin{array}{r||r|r|r|r|r|r|}
\ast  & \  e & \ a & \ b & \ c & \ d & \ f \\
\hline
\hline
e  & e & a & b & c & d & f \\
\hline
a & a &   & e & f & c & d  \\
\hline
b & b & e & a &   &   &   \\
\hline
c & c &   &   &   & a &   \\
\hline
d & d & f &   &   &   &   \\
\hline
f & f & c &   & a &   &   \\
\hline
\end{array}
$$




Ejercicio 3.36 🔴 Encuentra todos los subgrupos del grupo cíclico (ℤ10,+10)(\mathbb{Z}_{10}, +_{10}). Opcional (después de estudiar el Capítulo 2): Dibuja el retículo de subgrupos.







Ejercicio 3.37 🔴 Encuentra un generador del subgrupo de (ℤ,+)(\mathbb{Z}, +) generado por {6,8}\{6, 8\}.




Ejercicio 3.38 🔴 Determina si el grupo multiplicativo (ℤ11\{0},⋅11)(\mathbb{Z}_{11} \setminus \{0\}, \cdot_{11}) es cíclico. Si lo es, encuentra un generador.




Ejercicio 3.39 🔴 Calcula el orden del elemento 3 en el grupo (ℤ12,+12)(\mathbb{Z}_{12}, +_{12}) y el orden del elemento 2 en el grupo (ℤ7\{0},⋅7)(\mathbb{Z}_{7} \setminus \{0\}, \cdot_{7}).




Ejercicio 3.40 🔴 Sea G=⟨a⟩G = \langle a \rangle un grupo cíclico de orden 20. Encuentra el orden de los subgrupos ⟨a4⟩\langle a^4 \rangle y ⟨a6⟩\langle a^6 \rangle.




Ejercicio 3.41 🔴 Describe el núcleo y la imagen del homomorfismo ϕ:(ℤ,+)→(ℤ6,+6)\phi: (\mathbb{Z}, +) \to (\mathbb{Z}_6, +_{6}) definido por ϕ(k)=[3k]6\phi(k) = [3k]_6.







Ejercicio 3.42 🔴 Demuestra que (ℝ,+)(\mathbb{R}, +) es isomorfo a (ℝ+,⋅)(\mathbb{R}^+, \cdot). Ayuda: Considera la función exponencial.




Ejercicio 3.43 🔴 Encuentra un automorfismo no trivial del grupo (ℤ5,+5)(\mathbb{Z}_5, +_{5}).




Ejercicio 3.44 🔴 Determina el grupo de automorfismos de (ℤ6,+6)(\mathbb{Z}_6, +_{6}).




Ejercicio 3.45 🔴 Sea G=(ℤ12,+12)G = (\mathbb{Z}_{12}, +_{12}) y H=⟨[3]12⟩={[0],[3],[6],[9]}H = \langle [3]_{12} \rangle = \{[0], [3], [6], [9]\}. Calcula todas las clases laterales de HH en GG.







Ejercicio 3.46 🔴 Sea G=D4G = D_4 y H={e,r,r2,r3}H = \{e, r, r^2, r^3\} (rotaciones). Calcula el índice de HH en D4D_4.







Ejercicio 3.47 🔴 Sea G=D4G = D_4 y H={e,r2}H = \{e, r^2\}. Demuestra que HH es un subgrupo normal de D4D_4. Describe el grupo cociente D4/HD_4 / H.







Ejercicio 3.48 🔴 Sea G=(ℤ6,+6)G = (\mathbb{Z}_6, +_{6}) y H=⟨[2]6⟩={[0],[2],[4]}H = \langle [2]_{6} \rangle = \{[0], [2], [4]\}. Describe el grupo cociente ℤ6/H\mathbb{Z}_6 / H. ¿A qué grupo conocido es isomorfo?







Ejercicio 3.49 🔴 Demuestra que si G/Z(G)G/Z(G) es cíclico, entonces GG es abeliano, donde Z(G)Z(G) es el centro de GG.




Ejercicio 3.50 🔴 Sea G=ℝ−{−1}G = \mathbb{R} - \{-1\} con la operación x*y=x+y+xyx \ast y = x + y + xy.


	Demuestra que (G,*)(G, \ast) es grupo abeliano.

	Encuentra el valor de x∈Gx \in G tal que 2*x*3=352 \ast x \ast 3 = 35.






Ejercicio 3.51 🔴 Estudia si (ℝ−{0},*)(\mathbb{R} -\{0\}, \ast) es un grupo con la operación binaria x*y=x⋅y2x \ast y = \dfrac{x \cdot y}{2}.




Ejercicio 3.52 🔴 Demuestra que si (G,*)(G, \ast) es un grupo tal que (x*y)−1=x−1*y−1(x\ast y)^{-1} = x^{-1}\ast y^{-1} para todo x,y∈Gx,y\in G, entonces es abeliano.




Ejercicio 3.53 🔴 Estudia si (ℱ(ℝ,ℝ),+,⋅)(\mathcal F (\mathbb{R}, \mathbb{R}), +, \cdot) el conjunto de las funciones de ℝ\mathbb{R} en ℝ\mathbb{R} con las operaciones de suma y producto habituales es un anillo unitario.




Ejercicio 3.54 🔴 Estudia si (ℳ2×2(ℤ3),+,⋅)(\mathcal M_{2\times 2}(\mathbb{Z}_3), +, \cdot ) con ℳ2×2(ℤ3)={(xy−yx);x,y∈ℤ3}\mathcal M_{2\times 2}(\mathbb{Z}_3) = \left\{ \begin{pmatrix} x & y \\ -y & x \end{pmatrix}\; ;\;  x, y \in \mathbb{Z}_3\right\} y las operaciones de suma y producto de matrices habituales (definidos a partir de la suma y el producto en ℤ3\mathbb{Z}_3) es un anillo.




Ejercicio 3.55 🔴 En el anillo unitario (ℤ15,+15,⋅15)(\mathbb{Z}_{15}, +_{15}, \cdot_{15}) se considera el subconjunto S={0,3,6,9,12}S = \{0, 3, 6, 9, 12\}. Estudia si es un anillo unitario. ¿Es un subanillo de ℤ15\mathbb{Z}_{15}?




Ejercicio 3.56 🔴 Halla los valores de aa en el anillo ℤ8\mathbb{Z}_8 que hacen que la ecuación ax=aax = a tenga solución única.




Ejercicio 3.57 🔴 Estudia para qué valores de m∈{2,3,4,5,6,7,8}m \in \{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8\}, la ecuación 2x=62x = 6 tiene solución única en el anillo ℤm\mathbb{Z}_m.




Ejercicio 3.58 🔴 Sea (S3,∘)(S_3, \circ) el grupo de las permutaciones de 3 elementos.


	Demuestra que (S3,∘)(S_3, \circ) es un grupo de orden 6 no conmutativo.

	Halla un subgrupo de S3S_3 que sea conmutativo.






Ejercicio 3.59 🔴 Demuestra que si (G,⋅)(G, \cdot) es un conjunto con una operación binaria asociativa. Supón que para todo a,b∈Ga, b \in G, las ecuaciones ax=bax = b y ya=bya = b tienen solución en GG. Demuestra que (G,⋅)(G, \cdot) es un grupo.




Ejercicio 3.60 🔴 Demuestra que si GG es un grupo abeliano y nn es un entero, entonces la aplicación ϕ:G→G\phi: G \to G definida por ϕ(g)=gn\phi(g) = g^n es un homomorfismo de grupos. ¿Es cierto si GG no es abeliano? Justifica.




Ejercicio 3.61 🔴 Sea GG un grupo y a∈Ga \in G. Demuestra que el centralizador de aa en GG, definido como C(a)={g∈G∣ga=ag}C(a) = \{g \in G \mid ga = ag\}, es un subgrupo de GG.







Ejercicio 3.62 🔴 Sea ϕ:G→H\phi: G \to H un homomorfismo de grupos. Demuestra que si GG es abeliano, entonces Im(ϕ)\text{Im}(\phi) es abeliano. ¿Es cierto el recíproco? Justifica.










Ejercicio 3.63 🔴 Sea GG un grupo finito y HH un subgrupo de GG. Demuestra que si [G:H]=2[G:H] = 2, entonces para todo g∈G\Hg \in G \setminus H, se tiene que G=H∪HgG = H \cup Hg.




Ejercicio 3.64 🔴 Determina los elementos que son divisores de cero en el anillo (ℤ36,+36,⋅36)(\mathbb{Z}_{36}, +_{36}, \cdot_{36}).




Ejercicio 3.65 🔴 En el subgrupo grupo multiplicativo (U36,⋅36)(U_{36},\cdot_{36}) formado por los elementos invertibles de ℤ36\mathbb{Z}_{36}, halla los inversos de cada uno de los elementos.







Ejercicio 3.66 🔴 Sea NN un subgrupo normal de GG. Demuestra que si GG es abeliano, entonces G/NG/N es abeliano. ¿Es cierto el recíproco? Justifica.





Ejercicio 3.67 🔴🔴 Sea G=ℝ−{−1}G = \mathbb{R} - \{-1\} con la operación x*y=x+y+xyx \ast y = x + y + xy. Demuestra que la aplicación ϕ:(G,*)→(ℝ*,⋅)\phi: (G, \ast) \to (\mathbb{R}^*, \cdot) definida por ϕ(x)=x+1\phi(x) = x + 1 es un isomorfismo de grupos.




Ejercicio 3.68 🔴🔴 Sea GG un grupo. Demuestra que la aplicación ϕ:G→G\phi: G \to G definida por ϕ(g)=g−1\phi(g) = g^{-1} es un isomorfismo si y solo si GG es abeliano.




Ejercicio 3.69 🔴🔴 Sea GG un conjunto con una operación asociativa. Supón que existen un elemento neutro por la izquierda eLe_L (tal que eL⋅g=ge_L \cdot g = g para todo g∈Gg \in G) y para cada g∈Gg \in G existe un inverso por la izquierda gL−1g_L^{-1} (tal que gL−1⋅g=eLg_L^{-1} \cdot g = e_L). Demuestra que (G,⋅)(G, \cdot) es un grupo. (Es decir, no necesitas asumir la existencia de un neutro por la derecha o inversos por la derecha, se deducen de estas hipótesis).




Ejercicio 3.70 🔴🔴 Demuestra que si GG es un grupo cíclico de orden nn, entonces para cada divisor positivo dd de nn, existe exactamente un subgrupo de GG de orden dd.




Ejercicio 3.71 🔴🔴 Demuestra que si GG es un grupo abeliano finito y mm es el máximo de los órdenes de los elementos de GG, entonces el orden de todo elemento de GG divide a mm.







Ejercicio 3.72 🔴🔴 Demuestra que si (G,*)(G, \ast) es un grupo tal que x2=ex^2 = e para todo x∈Gx \in G, entonces es abeliano.




Ejercicio 3.73 🔴🔴 Demuestra que si GG es un grupo cíclico de orden nn, entonces el grupo de automorfismos de GG, Aut(G)(G), es isomorfo a (ℤn)*(\mathbb{Z}_n)^*, el grupo multiplicativo de unidades de ℤn\mathbb{Z}_n.










Ejercicio 3.74 🔴🔴 Demuestra que si GG es un grupo y NN es un subgrupo normal de GG, entonces existe un homomorfismo de grupos ϕ:G→G′\phi: G \to G' tal que ker(ϕ)=N\ker(\phi) = N. Ayuda: Construye el homomorfismo canónico.







Ejercicio 3.75 🔴🔴 Demuestra que si GG es un grupo finito, existe un entero positivo nn tal que gn=eg^n = e para todo g∈Gg \in G. Ayuda: Considera el orden de cada elemento y el mínimo común múltiplo de estos órdenes, aunque no necesitas llegar al concepto de exponente del grupo.




Ejercicio 3.76 🔴🔴 Demuestra que si GG es un grupo con un número par de elementos. Demuestra que existe al menos un elemento a∈Ga \in G diferente del elemento identidad ee tal que a2=ea^2 = e.







Ejercicio 3.77 🔴🔴 Sea GG un grupo cíclico finito de orden nn. Determina cuántos generadores tiene GG. Expresa tu respuesta en términos de la función ϕ\phi de Euler.




Ejercicio 3.78 🔴🔴 Demuestra que la aplicación ϕg:G→G\phi_g: G \to G definida por conjugación, ϕg(x)=gxg−1\phi_g(x) = gxg^{-1}, es un automorfismo de GG (llamado automorfismo interno).




Ejercicio 3.79 🔴🔴 Demuestra que el conjunto de todos los automorfismos internos de un grupo GG, denotado por Inn(G)(G), es un subgrupo normal del grupo de automorfismos Aut(G)(G).




Ejercicio 3.80 🔴🔴 Sea GG un grupo finito y pp el primo más pequeño que divide el orden de GG. Si HH es un subgrupo de GG de índice pp, demuestra que HH es normal en GG.




Ejercicio 3.81 🔴🔴 Sea GG un grupo finito y HH un subgrupo propio de GG. Demuestra que GG no puede ser la unión de todos los conjugados de HH, es decir, G≠⋃g∈GgHg−1G \neq \bigcup_{g \in G} gHg^{-1}.




Ejercicio 3.82 🔴🔴 Demuestra que existe una biyección entre los subgrupos de G/NG/N y los subgrupos de GG que contienen a NN, donde NN es un subgrupo normal de GG. Además, muestra que esta biyección preserva la normalidad. (Teorema de la Correspondencia).







Ejercicio 3.83 🔴🔴 Demuestra las siguientes propiedades para un anillo unitario (ℤn,+n,⋅n)(\mathbb{Z}_{n}, +_{n}, \cdot_{n}):


	Determina los elementos que son divisores de cero en ℤn\mathbb{Z}_{n}.

	Halla el grupo multiplicativo de unidades (Un,⋅n)(U_{n},\cdot_{n}) formado por los elementos invertibles de ℤn\mathbb{Z}_{n}.

	Describe cómo calcular los inversos de cada uno de los elementos en UnU_{n}.






Ejercicio 3.84 🔴🔴 Sea (ℱ(ℝ,ℝ),+,⋅)(\mathcal F (\mathbb{R}, \mathbb{R}), +, \cdot) el anillo de funciones de ℝ\mathbb{R} en ℝ\mathbb{R}. Determina:


	Los elementos unitarios de ℱ(ℝ,ℝ)\mathcal F (\mathbb{R}, \mathbb{R}).

	Los divisores de cero en ℱ(ℝ,ℝ)\mathcal F (\mathbb{R}, \mathbb{R}).






Ejercicio 3.85 🔴🔴 Sea AA un anillo unitario. Demuestra que si a∈Aa \in A es unitario, entonces no es divisor de cero. ¿Es cierto el recíproco? Justifica.




Ejercicio 3.86 🔴🔴 Sea AA un dominio de integridad. Demuestra que si a,b∈Aa, b \in A son tales que a2=b2a^2 = b^2 y a+b≠0a+b \neq 0, entonces a=ba = b.




Ejercicio 3.87 🔴🔴 Sea AA un anillo unitario conmutativo. Demuestra que el conjunto de elementos nilpotentes de AA forma un ideal de AA.




Ejercicio 3.88 🔴🔴 Sea AA un anillo unitario conmutativo. Demuestra que si II es un ideal de AA que contiene un elemento unitario, entonces I=AI = A.




Ejercicio 3.89 🔴🔴 Sea f:A→Bf: A \to B un homomorfismo de anillos unitarios. Demuestra que si aa es un elemento unitario en AA, entonces f(a)f(a) es un elemento unitario en BB.




Ejercicio 3.90 🔴🔴 Sea AA un anillo unitario conmutativo. Demuestra que si PP es un ideal primo de AA, entonces A/PA/P es un dominio de integridad.




Ejercicio 3.91 🔴🔴 Sea AA un anillo unitario conmutativo. Demuestra que si MM es un ideal maximal de AA, entonces A/MA/M es un cuerpo.




Ejercicio 3.92 🔴🔴 Encuentra todos los ideales del anillo ℤ12\mathbb{Z}_{12}. ¿Cuáles son ideales primos? ¿Cuáles son ideales maximales?




Ejercicio 3.93 🔴🔴 Sea AA un anillo unitario conmutativo. Demuestra que si AA es un cuerpo, entonces sus únicos ideales son {0}\{0\} y AA.
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4 Sistemas de ecuaciones lineales


Definición 4.1 (Sistema de ecuaciones lineales) Un sistema de mm ecuaciones lineales con nn incógnitas es un conjunto de ecuaciones sobre un cuerpo 𝕂\mathbb K como sigue: {a11x1+a12x2+⋯+a1nxn=b1a21x1+a22x2+⋯+a2nxn=b2⋮⋮⋱⋮⋮am1x1+am2x2+⋯+amnxn=bm\left\{\begin{array}{ccccccccc} a_{11}x_1& + &a_{12}x_2& +& \cdots &+& a_{1n}x_n & = & b_1\\ a_{21}x_1& + &a_{22}x_2& +& \cdots &+& a_{2n}x_n & = & b_2\\ \vdots& &\vdots& & \ddots& & \vdots & & \vdots\\ a_{m1}x_1& + &a_{m2}x_2& +& \cdots &+& a_{mn}x_n & = & b_m \end{array}\right. donde ai,j,bi,xj∈𝕂a_{i,j}, b_i, x_j\in\mathbb K para todo i∈{1,…,m}i\in\{1,\ldots,m\}, j∈{1,…,n}j\in\{1,\ldots,n\}.

A los ai,ja_{i,j} se les denomina coeficientes; y a los términos bib_i que aparecen en el segundo miembro, términos independientes.

Comúnmente, nos referiremos a los xix_i como incógnitas.



Lo más interesante de un sistema de ecuaciones es conocer si existen valores que, asignados convenientemente a las incógnitas xjx_j en las ecuaciones anteriores, hacen que todas las igualdades sean ciertas. A esos valores los denominaremos solución.


Definición 4.2 (Solución) Llamamos solución de un sistema de ecuaciones lineales a todo elemento $\symbfit{x} = (x_1,x_2,\ldots,x_n)\in\mathbb{K}^n$ que haga ciertas todas las igualdades presentes en el sistema. Asimismo, llamamos resolver el sistema a encontrar todas las soluciones.



En cuanto a la existencia de soluciones, hay tres tipos de sistemas de ecuaciones lineales:


	Si un sistema no tiene ninguna solución, decimos que es incompatible.


	En caso de que tenga, al menos, una solución, diremos que el sistema es compatible. Además, si tiene:


	Una única solución, decimos que es compatible determinado.

	Más de una solución, decimos que es un sistema compatible indeterminado.







Observación 4.1. Un sistema homogéneo (bi=0b_i = 0) siempre es compatible.




4.1 Sistemas equivalentes

Comenzamos por una definición:


Definición 4.3 (Sistemas equivalentes) Dos sistemas de ecuaciones con el mismo número de incógnitas se dicen equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones.



Dado un sistema de ecuaciones lineales podemos pasar a otro sistema equivalente realizando alguna de las siguientes manipulaciones:

Tipo 1. Intercambiar el orden en el que figuran las ecuaciones en el sistema.

Tipo 2. Multiplicar una de las ecuaciones por cualquier escalar no nulo.

Tipo 3. Sumar a una ecuación un múltiplo de otra.

A cada una de estas estas operaciones, que trivialmente mantienen el conjunto de soluciones, se le llama operación o transformación elemental.



Aplicar sucesivamente estas transformaciones para pasar a un sistema equivalente más fácil de resolver.






Observación 4.2. Éste es el método de Gauss: transformar un sistema de ecuaciones en uno triangular fácil de resolver (sustitución regresiva).





4.2 Forma matricial

Dado el sistema lineal de mm ecuaciones y nn incógnitas {a11x1+a12x2+⋯+a1nxn=b1a21x1+a22x2+⋯+a2nxn=b2⋮⋮⋱⋮⋮am1x1+am2x2+⋯+amnxn=bm \left\{\begin{array}{ccccccccc} a_{11}x_1& + &a_{12}x_2& +& \cdots &+& a_{1n}x_n & = & b_1\\ a_{21}x_1& + &a_{22}x_2& +& \cdots &+& a_{2n}x_n & = & b_2\\ \vdots& &\vdots& & \ddots & & \vdots & & \vdots\\ a_{m1}x_1& + &a_{m2}x_2& +& \cdots &+& a_{mn}x_n & = & b_m \end{array}\right.  se definen las siguientes matrices $$ A = \begin{pmatrix} a_{11}&a_{12}&\cdots&a_{1n}\\ a_{21}&a_{22}&\cdots&a_{2n}\\ \vdots&\vdots& \ddots &\vdots\\ a_{m1}&a_{m2}&\cdots&a_{mn} \end{pmatrix}, \qquad \symbfit{x} = \begin{pmatrix} x_1\\ x_2\\ \vdots\\ x_n \end{pmatrix}, \qquad \symbfit{b} = \begin{pmatrix} b_1\\ b_2\\ \vdots\\ b_m \end{pmatrix} $$ Entonces, el sistema se puede escribir como $A\,\symbfit{x}={b}$.

La matriz A∈ℳm×n(𝕂)A\in\mathcal{M}_{m\times n}(\mathbb K) se denomina matriz de coeficientes del sistema lineal, $\symbfit{b}\in\mathcal{M}_{m, 1}(\mathbb K)$ es el vector de términos independientes.

$A^* = (A \mid  \symbfit{b} )$ es la matriz aumentada del sistema lineal: $$A^* = ( A \mid  \symbfit{b} ) = \left(\begin{array}{cccc|c} a_{11}&a_{12}&\cdots&a_{1n}& b_1\\ a_{21}&a_{22}&\cdots&a_{2n}& b_2\\ \vdots&\vdots& \ddots &\vdots & \vdots\\ a_{m1}&a_{m2}&\cdots&a_{mn}& b_m \end{array}\right) $$

Las operaciones elementales que vimos anteriormente sobre un sistema se traducen de manera obvia a operaciones elementales por filas en la matriz aumentada.

Ejercicio 4.1 Consideremos el sistema dado por: {x−z=3y+2z=12x+y=7\left\{\begin{array}{rrrcr}
x &  & -z & = & 3\\
 & y & + 2z & = & 1\\
2x & + y &  & = & 7\\
\end{array}\right. Apliquemos el método de Gauss para obtener una versión equivalente más simple.

¿Qué podemos concluir?




Solución 4.1. 


	La tercera ecuación ha desaparecido, es combinación lineal de las demás: E3=2E1+E2E_3 = 2E_1 + E_2.

	La última fila es completa de 0s. ¿Qué habría pasado si no fuera así?.







4.3 Estudio de sistemas de ecuaciones lineales

Comenzamos por expresar formalmente las operaciones permitidas entre las ecuaciones de un sistema: aquellas que no cambian el conjunto de soluciones y que, a la postre, nos servirán para conocer el carácter del sistema.


Definición 4.4 (Combinación lineal) Decimos que una fila FF de una matriz es combinación lineal de otras filas F1,…,FkF_1, \ldots, F_k si existen escalares λ1,…,λk∈𝕂\lambda_1, \ldots, \lambda_k\in\mathbb{K} tales que F=λ1F1+⋯+λkFkF = \lambda_1 F_1 + \cdots + \lambda_k F_k

Un conjunto de filas es linealmente dependiente si alguna de ellas se puede poner como combinación lineal del resto. Se llamará linealmente independiente si no es así.




Definición 4.5 (Rango de una matriz) Llamamos rango de la matriz AA al tamaño del mayor conjunto de filas de ella que es linealmente independiente. Lo denotaremos por Rg(A)\mathrm{Rg}(A).




Teorema 4.1 (Rouché-Frobenius) Sea AA la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales, A*A^* su matriz ampliada y sea nn el número de incógnitas del sistema. Entonces:


	El sistema es incompatible si, y sólo si, Rg(A)<Rg(A*)\mathrm{Rg}(A) < \mathrm{Rg}(A^*).

	El sistema es compatible determinado si, y sólo si, Rg(A)=Rg(A*)=n\mathrm{Rg}(A) = \mathrm{Rg}(A^*) = n.

	El sistema es compatible indeterminado si, y sólo si, Rg(A)=Rg(A*)<n\mathrm{Rg}(A) = \mathrm{Rg}(A^*) < n.






Observación 4.3. En el caso de un sistema compatible indeterminado, el número de incógnitas libres (a las que asignamos parámetros) es n−Rg(A)n − \mathrm{Rg}(A).




Ejercicio 4.2 Estudiar el sistema {x−z=3y+2z=12x+y=7\left\{\begin{array}{rrrcr}
x &  & -z & = & 3\\
 & y & + 2z & = & 1\\
2x & + y &  & = & 7\\
\end{array}\right. y encontrar su conjunto de soluciones.





4.4 Matrices y sistemas escalonados

La idea de esta sección es mostrar cómo reducir la complejidad del estudio de un sistema de ecuaciones lineales mediante su transformación en un sistema equivalente más sencillo.


Definición 4.6 (Forma escalonada) Una matriz m×nm\times n está en forma escalonada por filas si verifica:


	Si hay filas que solo contienen ceros, están en la parte inferior de la matriz.


	En cada fila, al leer de izquierda a derecha, la primera entrada distinta de cero, llamada entrada principal o pivote de su fila, es un 1.


	Si las filas ii e i+1i+1 no constan solo de ceros, entonces la entrada principal de la fila i+1i+1 está a la derecha de la entrada principal de la fila ii.




Una matriz escalonada por filas se dice que está en forma escalonada reducida por filas si además verifica:


	Si una columna contiene la entrada principal de alguna fila, entonces el resto de los elementos de esa columna son iguales a cero.






Ejemplo 4.1 Estas matrices están en forma escalonada por filas: $$ A = \begin{pmatrix} \color{ocre}{1}&2&3&5&4\\ 0&0&\color{ocre}{1}&7&2\\ 0&0&0&\color{ocre}{1}&0 \end{pmatrix}, \ B = \begin{pmatrix} \color{ocre}{1}&0&0&4\\ 0&\color{ocre}{1}&0&5\\ 0&0&\color{ocre}{1}&2 \end{pmatrix}, \ C= \begin{pmatrix} \color{ocre}{1}&2&0&3&0\\ 0&0&\color{ocre}{1}&4&0\\ 0&0&0&0&\color{ocre}{1}\\ 0&0&0&0&0\\ 0&0&0&0&0 \end{pmatrix}$$




Teorema 4.2 Toda matriz se puede transformar, usando las operaciones elementales, en una única matriz escalonada reducida por filas.




Definición 4.7 (Matrices equivalentes por filas) Dos matrices AA y BB se llaman equivalentes por filas si podemos pasar de una a otra mediante las transformaciones elementales por filas ya vistas. Se denota por A≈fBA \approx_f B.




Este teorema se puede reescribir de varias formas:


	“Toda matriz es equivalente por filas a una única matriz escalonada reducida por filas”.

	“Todo sistema de ecuaciones lineales se puede transformar en uno equivalente escalonado reducido usando únicamente transformaciones elementales”.





El Teorema 4.2 da lugar al conocido como método de Gauss-Jordan (Algoritmo 1).


[image: Carl Friedrich Gauss]
 Carl Friedrich Gauss (Gauß en alemán) (Braunschweig, 30 de abril de 1777 - Gotinga, 23 de febrero de 1855) fue un prolífico matemático, al que llegaron a llamar el príncipe de las Matemáticas.







\begin{algorithm} \caption{Método de Gauss-Jordan} \begin{algorithmic} \REQUIRE $A$ y $\symbfit{b}$, matriz de coeficientes y segundo término de un sistema de ecuaciones. \ENSURE $\symbfit{x}$, la solución del sistema de ecuaciones. \STATE Formar la matriz aumentada $(A \mid \symbfit{b} )$ \STATE Mediante operaciones elementales de filas, transformar la matriz aumentada $(A \mid \symbfit{b})$ a su forma escalonada reducida por filas $(U \mid \symbfit{c})$. \STATE En cada fila distinta de cero de la matriz $(U \mid \symbfit{c})$, despejar la incógnita correspondiente a la entrada principal de la fila, teniendo en cuenta las posibles variables libres. \end{algorithmic} \end{algorithm}





Resolver el sistema {2y+3z−4t=12z+3t=42x+2y−5z+2t=42x−6z+9t=7\left\{\begin{array}{rrrrcr} &2y&+3z&-4t&=&1\\ &&2z&+3t&=&4\\ 2x&+2y&-5z&+2t&=&4\\ 2x&&-6z&+9t&=&7 \end{array}\right. mediante Gauss-Jordan.




Sea InI_n la matriz identidad en ℳn(𝕂)\mathcal{M}_n(\mathbb{K}), 1≤i,j≤n1 \leq i, j \leq n y c∈𝕂c\in\mathbb{K}. Definimos las siguientes matrices elementales fila:


	ℰij\mathcal{E}_{ij}, como la matriz obtenida aplicando Fi↔FjF_i \leftrightarrow F_j a la matriz InI_n.

	ℰi(c)\mathcal{E}_i(c) con c≠0c\ne 0, como la matriz obtenida aplicando Fi←cFiF_i \leftarrow cF_i a la matriz InI_n.

	ℰij(c)\mathcal{E}_{ij}(c), como la matriz obtenida aplicando Fi←Fi+cFjF_i \leftarrow F_i + cF_j a la matriz InI_n.






Multiplicar una matriz AA por la izquierda por una matriz elemental fila equivale a realizar en AA la transformación elemental correspondiente.




ℰ12=(010100001),ℰ2(3)=(100030001),ℰ12(−5)=(1−50010001)\mathcal{E}_{12} = \begin{pmatrix}
0 & 1 & 0\\ 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1\end{pmatrix},\quad
\mathcal{E}_{2}(3) = \begin{pmatrix}
1 & 0 & 0\\ 0 & 3 & 0\\ 0 & 0 & 1\end{pmatrix},\quad
\mathcal{E}_{12}(-5) = \begin{pmatrix}
1 & -5 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1\end{pmatrix}




Nos podemos preguntar si estas matrices son regulares y si sus inversas tienen alguna propiedad.




Las matrices elementales fila son regulares y verifican: ℰij−1=ℰji,ℰi(c)−1=ℰi(c−1),ℰij(c)−1=ℰij(−c)\mathcal{E}_{ij}^{-1} = \mathcal{E}_{ji},\qquad\mathcal{E}_{i}(c)^{-1} = \mathcal{E}_{i}(c^{-1}),\qquad\mathcal{E}_{ij}(c)^{-1} = \mathcal{E}_{ij}(-c)





4.5 Equivalencia de matrices


Todos los conceptos y resultados que hemos explicado por filas se pueden definir también por columnas:


	Transformaciones elementales por columnas.

	Matrices escalonadas (reducidas) por columnas.

	Matrices equivalentes por columnas (A≈cBA\approx_c B).

	Matrices elementales columna.

	…\ldots.






Diremos que dos matrices AA y BB son equivalentes si se puede transformar una en la otra mediante transformaciones elementales por filas y columnas.




Hemos de notar que realizar operaciones por filas equivale a multiplicar por una matriz por la izquierda, mientras que operar por columnas equivale a multiplicar por una matriz a la derecha.




Sean A,B∈ℳm,n(𝕂)A,B\in\mathcal{M}_{m,n}(\mathbb{K}).


	AA y BB son equivalentes por filas si, y sólo si, existe P∈ℳm(𝕂)P\in\mathcal{M}_m(\mathbb{K}) regular tal que B=PAB = PA.

	AA y BB son equivalentes por columnas si, y sólo si, existe Q∈ℳn(𝕂)Q\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) regular tal que B=AQB = AQ.

	AA y BB son equivalentes si, y sólo si, existen P∈ℳm(𝕂),Q∈ℳn(𝕂)P\in\mathcal{M}_m(\mathbb{K}), Q\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) regulares tales que B=PAQB = PAQ.





La idea de la demostración (para la equivalencia por filas) es como sigue:


	Para que A≈fBA\approx_f B, se necesita que haya una serie de transformaciones elementales fila que aplicar a AA para obtener BB: A→A1→A2→⋯→Ap=BA\rightarrow A_1\rightarrow A_2\rightarrow\cdots\rightarrow A_p = B

	Cada transformación elemental fila lleva asociada una matriz elemental fila, de forma que multiplicar por la izquierda por ella es hacer la transformación. Si llamamos TkT_k a la matriz elemental fila aplicada en el paso kk, nos queda: A→T1A→T2T1A→⋯→TpTp−1⋯T2T1A=BA\,\rightarrow\,T_1A\,\rightarrow\,T_2T_1A\,\rightarrow\,\cdots \,\rightarrow\,T_pT_{p-1}\cdots T_2T_1A = B

	Basta llamar P=TpTp−1⋯T2T1P = T_pT_{p-1}\cdots T_2T_1.




¿Cómo podemos encontrar las PP y QQ del teorema que hacen que B=PAQB = PAQ?




Realizar transformaciones elementales fila y columna para obtener BB, almacenando los cambios que se han ido haciendo: AImIn→BPQ
\begin{array}{c|c}
A & I_m \\
\hline
I_n &
\end{array} \longrightarrow \begin{array}{c|c}
B & P \\
\hline
Q &
\end{array}





Encontrar una matriz triangular superior UU equivalente a A=(2−13−42−6−224),A = \begin{pmatrix}
2 & -1 & 3 \\
-4 & 2 & -6 \\
-2 & 2 & 4
\end{pmatrix}, así como las matrices P,QP, Q tales que U=PAQU = PAQ.





4.6 Aplicación al cálculo del rango y de la inversa

Veamos cómo aplicar lo estudiado a dos situaciones que, generalmente, se han venido estudiando mediante determinantes: el cálculo del rango y de la inversa de una matriz dada.


Una matriz A∈ℳm,n(𝕂)A\in\mathcal{M}_{m,n}(\mathbb{K}) tiene rango rr si, y sólo si, es equivalente a la matriz (Ir000)\left(\begin{array}{c|c}
I_r & 0 \\
\hline
0 & 0
\end{array}\right)



Por tanto, nos bastará con aplicar transformaciones elementales por filas y por columnas a la matriz AA para hallar una matriz como la del teorema, y así determinar su rango.


Calcular el rango de las matrices (00−12−10002−3012−10)y(121310123013362266123)
\begin{pmatrix}
0 & 0 & -1 & 2 & -1\\
0 & 0 & 0 & 2 & -3 \\
0 & 1 & 2 & -1 & 0 \\
\end{pmatrix}\quad\text{y}\quad
\begin{pmatrix}
1 & 2 & 1 & 3  & 1\\
0 & 1 & 2 & 3  & 0\\
1 & 3 & 3 & 6  & 2\\
2 & 6 & 6 & 12 & 3
\end{pmatrix}




Un caso particular de lo anterior sirve para calcular la matriz inversa de una matriz regular AA.


A∈ℳn(𝕂)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) es regular si, y sólo si, AA es equivalente por filas (o por columnas) a InI_n.

Como A≈fInA\approx_f I_n, existe PP regular tal que In=PAI_n = PA. Para calcular PP, podremos usar el método de Gauss-Jordan para transformar (A|In)≈f(In|P)(A | I_n) \approx_f (I_n | P)

Pero In=PAI_n = PA significa que P=A−1P = A^{-1}.




Calcular la inversa de (1234−23453−456−4567)\begin{pmatrix}
1 & 2 & 3 & 4 \\
-2 & 3 & 4 & 5 \\
3 & -4 & 5 & 6 \\
-4 & 5 & 6 & 7 \\
\end{pmatrix}





4.7 Métodos de factorización


Recordemos que:


	Los sistemas de ecuaciones fáciles de resolver son los diagonales, y los triangulares superiores e inferiores.

	Las matrices escalonadas son generalizaciones del concepto de matrices triangulares.

	Toda matriz es equivalente por filas a una matriz escalonada por filas (única si es escalonada reducida).






¿Podemos usar estos hechos para transformar un sistema de ecuaciones $A\symbfit{x} = \symbfit{b}$ en otro sistema equivalente que tenga estructura escalonada?



Esto lo hacía el método de Gauss. Ahora veremos otro tipo de métodos directos de resolución de sistemas de ecuaciones lineales.


4.7.1 Factorización LU

Los métodos de factorización buscan descomponer la matriz de coeficientes AA como producto de dos o más matrices cuya estructura sea simple.

En particular, el método LU tiene como objetivo expresar A=LUA = LU, donde LL es una matriz triangular inferior y UU es una matriz escalonada por filas.


La idea es reescribir el sistema $A\symbfit{x} = \symbfit{b}$ como $LU\symbfit{x} = \symbfit{b}$. Entonces:


	Construimos dos sistemas de ecuaciones: $$\left\{\begin{array}{l}
U\symbfit{x} = \symbfit{y}\\
L\symbfit{y} = \symbfit{b}
\end{array}\right.$$



Es fácil ver que la solución de $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$ y de $U\symbfit{x} = \symbfit{y}$ es la misma. 2. Resolvemos $L\symbfit{y} = \symbfit{b}$ mediante sustitución progresiva (aquí la $\symbfit{y}$ es un vector incógnita cuyo valor encontramos). 3. Con el valor calculado de $\symbfit{y}$, resolvemos $U\symbfit{x}=\symbfit{y}$ mediante sustitución regresiva: ahora el vector $\symbfit{y}$ es el término independiente en este nuevo sistema. Por tanto, hallamos $\symbfit{x}$, que es la solución de $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$.



Como hemos visto antes, hallar matrices escalonadas está muy relacionado con el método de Gauss. Así, el procedimiento para encontrar LL y UU a partir de AA se basa en dicho método, usando únicamente transformaciones de tipo 3 (en particular, ).

$$\begin{array}{ccc}
\text{Transformación} & L & U \\
\hline
& I_m & A \\
T_1 & T_1^{-1} & T_1A \\
T_2 & T_2^{-1}T_1^{-1} & T_2T_1A \\
\vdots & \vdots & \vdots \\
& L & U\\\hline
\end{array}$$


Para nosotros, la principal ventaja de los métodos de factorización es que la factorización se puede hacer con la matriz de coeficientes, antes incluso de conocer el vector de términos independientes.

Además, una vez hecha la factorización, se puede usar para resolver tantos sistemas (con la misma matriz de coeficientes) como se desee, sin cálculos adicionales.




Resolvamos {x1+2x2+3x3=23x1+2x2+x3=2x1+x2+x3=1\left\{\begin{array}{rrrl}
x_1 & +2x_2 & +3x_3 & = 2\\
3x_1 & +2x_2 &+x_3 & = 2\\
x_1 &+x_2 &+x_3 &=1
\end{array}\right. mediante factorización LU.

Paso 1: Calcular la factorización.

Paso 2: Resolver $L\symbfit{y} = \symbfit{b}$.

Paso 3: Resolver $U\symbfit{x} = \symbfit{y}$.





4.7.2 Condiciones para la factorización


¿Toda matriz admite factorización LU?




Podemos comprobar que no podemos aplicar el método anterior a la matriz (0110)\begin{pmatrix}0 & 1 \\ 1 & 0\end{pmatrix} aunque esta matriz es cuadrada y regular.



Hay que buscar algún criterio más para garantizar la existencia de la factorización.


Sea A=(ai,j)∈ℳn(𝕂)A = (a_{i,j})\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}). Denominamos menor principal de orden kk, con 1≤k≤n1\leq k\leq n, al determinante siguiente: Ak=|a1,1…a1,k⋮⋱⋮ak,1…ak,k|A_k = \left|\begin{array}{ccc}
a_{1,1} & \ldots & a_{1,k}\\
\vdots & \ddots & \vdots\\
a_{k,1} & \ldots & a_{k,k} \end{array}\right|




Una matriz regular A∈ℳn(𝕂)A \in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) admite factorización LU si, y sólo si Ak≠0A_k\ne 0 para todo 1≤k≤n1 \leq k \leq n.



Para algunas aplicaciones de la factorización LU interesa que los elementos de la diagonal de LL sean todos unos. Denotaremos esta factorización por L1_1U.


En el ejemplo anterior, habíamos hecho realmente la factorización L1_1U: $$\begin{pmatrix}1 & 2 & 3\\ 3 & 2 & 1 \\ 1 & 1 & 1\end{pmatrix} = \begin{pmatrix}\textcolor{ocre}{1} & 0 & 0 \\ 3 & \textcolor{ocre}{1} & 0 \\ 1 & \frac{1}{4} & \textcolor{ocre}{1}\end{pmatrix}\cdot \begin{pmatrix}1 & 2 & 3\\ 0 & -4 & -8 \\ 0 & 0 & 0\end{pmatrix}$$




Esta factorización, si existe, es única.




¿Podremos extender todo esto a matrices donde no se dé la condición sobre los menores principales? ¿Puede bastar que la matriz de coeficientes sea regular?





4.7.3 Factorización LU con permutación

Recordemos que podemos conseguir sistemas equivalentes aplicando transformaciones de tipo 1 (intercambiar ecuaciones de orden).


Llamamos factorización LU con permutación, también conocida como factorización LU con pivotes parciales, de una matriz AA a una igualdad de tipo PA=LUPA = LU donde PP es una matriz de permutación (producto de ℰij\mathcal{E}_{ij}), LL es una matriz triangular inferior y UU es una matriz triangular superior. Si los elementos de la diagonal de LL son todos unos, decimos que es una factorización L1_1U con permutación.




Toda matriz cuadrada AA admite una factorización LU con permutación.




¿Cómo usamos la factorización LU con permutación?



Supongamos que tenemos P,L,UP, L, U tales que PA=LUPA = LU. Entonces:


	Partiendo de $A\symbfit{x} = \symbfit{b}$, multiplicamos por PP por la izquierda ambos términos: $PA\symbfit{x} = P\symbfit{b}$.

	Como PA=LUPA = LU, realmente tenemos $LU\symbfit{x} = P\symbfit{b}$.

	Al igual que la factorización LU:

	Resolvemos $L\symbfit{y} = P\symbfit{b}$: hallamos yy mediante sustitución progresiva.

	Finalmente, resolvemos $U\symbfit{x} = \symbfit{y}$ mediante sustitución regresiva.







Esta estrategia se puede usar para matrices no cuadradas.




Sabemos cómo usar la factorización, pero ¿cómo la calculamos?



Se hace igual que la normal, llevando cuenta de las permutaciones.

$$\begin{array}{cccc}
\text{Transformación} & P & L & U \\
\hline
&I_m &  I_m & A \\
T_1 & P_1 & T_1^{-1} & T_1A \\
T_2 & P_2P_1& T_2^{-1}T_1^{-1} & T_2T_1A \\
\vdots & \vdots & \vdots \\
& P & L & U\\\hline
\end{array}$$


Resolvamos {x1+x2+2x3+x4=32x1+2x2+x3+x4=93x1+2x2+x3+x4=6\left\{\begin{array}{rrrrl}
x_1 &+ x_2 &+ 2 x_3 &+ x_4 &= 3\\
2x_1 &+2x_2 &+x_3 &+x_4 &= 9\\
3x_1 &+2x_2 &+x_3 &+x_4 &= 6
\end{array}\right. mediante factorización LU.

Paso 1: Calcular la factorización.

Recordar que hace falta sumar la identidad para conseguir $$L = \begin{pmatrix}\textcolor{ocre}{1} & 0 & 0 \\ 3 & \textcolor{ocre}{1} & 0 \\ 2 & 0 & \textcolor{ocre}{1}\end{pmatrix}$$

Con la PP hallada, podemos obtener el sistema equivalente que podrá ser resuelto usando la factorización LU: $$A\symbfit{x} = \symbfit{b} \Leftrightarrow PA\symbfit{x}=P\symbfit{b} \Leftrightarrow LU\symbfit{x} = P\symbfit{b} = \begin{pmatrix}3\\6\\9\end{pmatrix}$$

Paso 2: Resolver $L\symbfit{y} = P\symbfit{b}$.

$$L\symbfit{y} = \symbfit{b} \Longleftrightarrow \begin{pmatrix}1 & 0 & 0 \\ 3 & 1 & 0 \\ 2 & 0 & 1\end{pmatrix} \begin{pmatrix}y_1\\y_2\\y_3\end{pmatrix} = \begin{pmatrix}3\\6\\9\end{pmatrix} \Longleftrightarrow \left\{\begin{array}{rrrl}
y_1 & & & =3 \\
3y_1 &+y_2 & & = 6 \\
2y_1 & &+y_3 &= 9
\end{array}\right.$$

Paso 3: Resolver $U\symbfit{x} = \symbfit{y}$. $$\begin{align*}
U\symbfit{x} = \symbfit{y} & \Leftrightarrow \begin{pmatrix}1&1&2&1\\ 0&-1&-5&-2 \\ 0&0&-3&-1\end{pmatrix} \begin{pmatrix}x_1\\x_2\\x_3\\x_4\end{pmatrix} = \begin{pmatrix}3\\-3\\3\end{pmatrix}\Longleftrightarrow \\
& \Leftrightarrow\left\{\begin{array}{rrrrr}
x_1 & +x_2 &+2x_3 &+x_4 & = 3 \\
& −x_2 &−5x_3 & -2x_4 &=  −3 \\
& & -3x_3 & - x_4&= 3
\end{array}\right.
\end{align*}$$




Usar la factorización LU de AA para resolver el sistema $A^2\symbfit{x} = \symbfit{b}$ (sin calcular A2A^2), donde A=(−101310−204)b=(204080)A = \begin{pmatrix}−1 & 0 & 1 \\3 & 1 & 0\\-2 & 0 & 4\end{pmatrix}\qquad b = \begin{pmatrix}20\\40\\80\end{pmatrix}






4.8 Métodos numéricos iterativos


4.8.1 ¿Qué problemas hay con los métodos directos?

Los métodos directos resultan, en general, inservibles para n>50n>50 incógnitas. El problema es que los errores que se van cometiendo se propagan, y al aumentar el número de operaciones llegan a invalidar el resultado obtenido.

Otro problema es que los métodos directos necesitan almacenar la matriz AA en memoria (pensar la memoria necesaria para almacenar una matriz de n=2500 a 8 bytes por coeficiente en doble precisión).

Los grandes sistemas de ecuaciones que surgen en la práctica, tienen la matriz AA dispersa (muchos coeficientes son cero) y, aunque existen métodos directos especiales, usualmente se resuelven por métodos iterativos.

Los métodos iterativos tienen la ventaja de no propagar el error. 



4.8.2 ¿En qué se basan los métodos iterativos?


En vez de determinar la solución de un sistema de forma directa, construiremos una sucesión de aproximaciones a la solución.

Es decir, en lugar de calcular directamente $\symbfit{x}$ (la solución del sistema $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$), construimos en un primer paso un vector $\symbfit{x^{(1)}}$; a partir de él, determinamos un $\symbfit{x^{(2)}}$; etc., con la esperanza de que, en el “infinito”, los términos de esta sucesión se aproximen muy bien a $\symbfit{x}$.



Ya hemos dicho que esto tiene ventajas (menor uso de memoria, mejor representación de las matrices, menor propagación de errores).


Pero…


	¿Cómo se usan las sucesiones de vectores? ¿Qué relación tienen con las sucesiones numéricas?

	Una vez que sabemos manejar sucesiones de vectores, ¿cómo construimos la sucesión que necesitamos para resolver un sistema de ecuaciones?






4.8.2.1 Breves nociones de normas y sucesiones


Sea A∈ℳm,n(𝕂)A\in\mathcal{M}_{m,n}(\mathbb{K}) una matriz y $\symbfit{v}\in\mathcal{M}_{m,1}(\mathbb{K})\cong\mathbb{K}^m$ un vector (matriz columna). Definimos:


	La norma del máximo de $\symbfit{v}$ como $\|\symbfit{v}\|_{\infty} = \max\{|v_1|,|v_2|,\ldots,|v_m|\}$.

	La norma del máximo de la matriz AA como ∥A∥∞=maxi∑j|ai,j|\|A\|_{\infty} = \max_i\sum_j|a_{i,j}|.






A esta norma también se le denomina norma infinito.




∥(−32−6)∥∞=max{|−3|,|2|,|−6|}=6∥(1−43−12−3)∥∞=max{|1|+|−4|+|3|,|−1|+|2|+|−3|}==max{8,6}=8\begin{align*}
\left\|\begin{pmatrix}-3\\2\\-6\end{pmatrix}\right\|_{\infty} & = \max\{|-3|, |2|, |-6|\} = 6\\
\left\|\begin{pmatrix}1 & -4 & 3\\-1 & 2 & -3\end{pmatrix}\right\|_{\infty} & = \max\{|1| + |-4| + |3|, |-1| + |2| + |-3|\} = \\
& = \max\{8, 6\} = 8
\end{align*}




Con la ayuda de una norma, podemos medir distancias entre objetos.



Podemos definir la convergencia de una sucesión vectorial en términos de normas:


Consideremos una sucesión de vectores $\{\symbfit{x^{(1)}}, \symbfit{x^{(2)}}, \ldots,\symbfit{x^{(k)}},\ldots\}$ de vectores columna en 𝕂n\mathbb{K}^n. Diremos que $\symbfit{x}\in\mathbb{K}^n$ es el límite de la sucesión $\{\symbfit{x^{(k)}}\}$} si $$\lim_{k\to\infty}\|\symbfit{x^{(k)}} - \symbfit{x}\|_{\infty} = 0$$

En este caso, diremos que $\{\symbfit{x^{(k)}}\}$ es **convergente y denotaremos $\lim \symbfit{x^{(k)}} = \symbfit{x}$ o $\symbfit{x^{(k)}}\longrightarrow \symbfit{x}$.




Toda esta discusión se puede escribir con cualquier norma matricial (hay muchas). Por ejemplo, la ∥⋅∥1\|\cdot\|_1, que también es sencilla de calcular: ∥A∥1=∥AT∥∞\|A\|_1 = \|A^T\|_{\infty}.





4.8.2.2 Formulación de punto fijo


Sea F:𝕂n→𝕂nF\colon \mathbb{K}^n\to\mathbb{K}^n una función (campo vectorial). Un vector $\symbfit{x}\in\mathbb{K}^n$ se denomina punto fijo de FF} si $F(\symbfit{x}) = \symbfit{x}$.




El punto x=0x = 0 es un punto fijo de la función seno, puesto que sin0=0\sin 0 = 0.




Vamos a reescribir el problema $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$ como un problema de punto fijo con la misma solución. Es decir, transformaremos $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$ en otro problema del tipo $\symbfit{x} = F(\symbfit{x})$, de forma que $\symbfit{x}$ es solución de $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$ si, y sólo si, $\symbfit{x} = F(\symbfit{x})$.




¿Hay alguna forma de determinar los puntos fijos de FF? ¿Hay que imponer alguna condición sobre FF?




Sea F:𝕂n→𝕂nF\colon \mathbb{K}^n\to\mathbb{K}^n una función tal que existe L<1L<1 para el que $\|F(\symbfit{a}) - F(\symbfit{b})\| \le L \|\symbfit{a}-\symbfit{b}\|$ para todo $\symbfit{a},\symbfit{b}\in\mathbb{K}^n$. Entonces:


	El campo FF tiene un único punto fijo $\symbfit{x}$.

	Si construimos una sucesión $\{\symbfit{x^{(k)}}\}$ de la siguiente forma: $$\symbfit{x^{(0)}}\in\mathbb{K}^n\text{ cualquiera}, \symbfit{x^{(1)}} = F(\symbfit{x^{(0)}}), \symbfit{x^{(2)}} = F(\symbfit{x^{(1)}}), \symbfit{x^{(3)}} = F(\symbfit{x^{(2)}}), \ldots$$ entonces $\{\symbfit{x^{(k)}}\}\longrightarrow x$.



A una función FF con la propiedad del enunciado, la llamaremos contractiva.




Calcular el punto fijo de la función seno en (−π,π)\left(-\pi, \pi\right) con la calculadora.



Definir un método iterativo para resolver sistemas de ecuaciones lineales es, esencialmente, definir la función FF de forma adecuada para que la solución de $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$ sea punto fijo de FF, es decir, para que $F(\symbfit{x}) = \symbfit{x}$.

Nos centraremos en funciones FF definidas de forma sencilla: $$F(\symbfit{x}) = T\symbfit{x} + \symbfit{c}$$ donde TT es una matriz del mismo tamaño que AA y $\symbfit{c}$ un vector columna del tamaño de $\symbfit{b}$.

Entonces, el método iterativo vendrá dado de esta forma: $$\symbfit{x^{(0)}}\in\mathbb{K}^n\text{ cualquiera}, \symbfit{x^{(1)}} = T\symbfit{x^{(0)}}+\symbfit{c}, \symbfit{x^{(2)}} = T\symbfit{x^{(1)}}+\symbfit{c}, \symbfit{x^{(3)}} = T\symbfit{x^{(2)}}+\symbfit{c}, \ldots$$


¿Cuándo podremos asegurar que la solución de $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$ y el punto fijo de $F(\symbfit{x}) = T\symbfit{x} + \symbfit{c}$ son el mismo?



Cuando esto sucede, el método iterativo se denomina consistente.


Sea A∈ℳn(𝕂)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) una matriz regular. El método iterativo dado por $$\symbfit{x^{(0)}}\in\mathbb{K}^n\text{ cualquiera}, \symbfit{x^{(1)}} = T\symbfit{x^{(0)}}+\symbfit{c}, \symbfit{x^{(2)}} = T\symbfit{x^{(1)}}+\symbfit{c}, \symbfit{x^{(3)}} = T\symbfit{x^{(2)}}+\symbfit{c}, \ldots$$ es consistente si, y sólo si, I−TI-T es regular y $\symbfit{c}=(I-T)A^{-1}\symbfit{b}.$




Definiendo TT y $\symbfit{c}$ de distintas formas (consistentemente) aparecen distintos métodos. En concreto, estudiaremos el método de Jacobi y el método de Gauss-Seidel.






4.8.3 Método de Jacobi

Observemos que la matriz AA se puede descomponer de la forma A=D+L+RA = D+L+R: $$\underbrace{
        \begin{pmatrix}
        a_{11} & a_{12} & \ldots & a_{1n}  \\
        a_{21} & a_{22} & \ldots & a_{2n} \\
        \vdots & \vdots  & \ddots  & \vdots \\
        a_{n1} &  a_{n2} & \ldots & a_{nn}      
        \end{pmatrix}}_{A}
    =\underbrace{
        \left(
        \begin{array}{c@{}c@{}c@{}c}
        a_{11} & 0 & \ldots & 0  \\
        0 & a_{22} & \ldots & 0 \\
        \vdots & \vdots  & \ddots  & \vdots \\
        0 &  0 & \ldots & a_{nn}      
        \end{array}
        \right)}_{D}+
    \underbrace{
        \left(
        \begin{array}{c@{}c@{}c@{}c}
        0 & 0 & \ldots & 0 \\
        a_{21} & 0 & \ldots & 0 \\
        \vdots & \vdots  & \ddots  & \vdots \\
        a_{n1} &  a_{n2} & \ldots & 0      
        \end{array}
        \right)}_{L}+
    \underbrace{
        \left(
        \begin{array}{c@{}c@{}c@{}c}
        0 & a_{12} & \ldots & a_{1n}  \\
        0 & 0 & \ldots & a_{2n} \\
        \vdots & \vdots  & \ddots  & \vdots \\
        0 &  0 & \ldots & 0    
        \end{array}
        \right).}_{R}$$

Podemos entonces reescribir el sistema de la siguiente forma $$A\symbfit{x}=\symbfit{b} \Leftrightarrow (D+L+R)\symbfit{x}=\symbfit{b} \Leftrightarrow D\symbfit{x}=-(L+R)\symbfit{x}+\symbfit{b}\Leftrightarrow \symbfit{x}=\underbrace{-D^{-1}(L+R)}_{T}\symbfit{x}+\underbrace{D^{-1}\symbfit{b}}_{\symbfit{c}}$$

Por tanto: $\symbfit{c}=D^{-1}\symbfit{b}$ y la matriz del método de Jacobi es: T=−D−1(L+R)T=-D^{-1}(L+R).

En la práctica, dado el sistema: a1,1x1+a1,2x2+a1,3x3…+a1,nxn=b1a2,1x1+a2,2x2+a2,3x3…+a2,nxn=b2⋮⋮⋮⋱⋮⋮an,1x1+an,2x2+an,3x3…+an,nxn=bn}\left. \begin{array}{cccccc}
a_{1,1}x_{1} & +a_{1,2}x_{2} & +a_{1,3}x_{3} & \ldots & +a_{1,n}x_{n} & =b_{1} \\
a_{2,1}x_{1} & +a_{2,2}x_{2} & +a_{2,3}x_{3} & \ldots & +a_{2,n}x_{n} & =b_{2} \\
\vdots       &   \vdots     &  \vdots      & \ddots &  \vdots      &  \vdots\\
a_{n,1}x_{1} & +a_{n,2}x_{2} & +a_{n,3}x_{3} & \ldots & +a_{n,n}x_{n} & =b_{n} \\
\end{array}
\right\} despejamos la incógnita xix_{i} de la ecuación i-ésima: $$\hspace*{-1cm}\left. \begin{array}{ll}
x_{1} = &\frac{1}{a_{1,1}}\left( b_{1} -a_{1,2}x_{2} -a_{1,3}x_{3} - \ldots -a_{1,n}x_{n}\right) \\
x_{2} = &\frac{1}{a_{2,2}}\left( b_{2} -a_{2,1}x_{2} -a_{2,3}x_{3} - \ldots -a_{2,n}x_{n}\right) \\
\multicolumn{1}{c}{\vdots}       &   \multicolumn{1}{c}{\vdots}  \\
x_{i} = &\frac{1}{a_{i,i}}\left( b_{i} -a_{i,1}x_{1} -\ldots
-a_{i,i-1}x_{i-1}-a_{i,i+1}x_{i+1}-\ldots-a_{i,n}x_{n}\right)\\
\multicolumn{1}{c}{\vdots}&\multicolumn{1}{c}{\vdots}\\
x_{n} = &\frac{1}{a_{n,n}}\left( b_{n} -a_{n,1}x_{1} -a_{n,2}x_{2} - \ldots -a_{n,n-1}x_{n-1}\right) \\
\end{array}
\right\}$$

El método iterativo es:

$$\left. \begin{array}{ll}
x_{1}^{(k+1)} = &\frac{1}{a_{1,1}}\left( b_{1} -a_{1,2}x_{2}^{(k)} -a_{1,3}x_{3}^{(k)} - \ldots -a_{1,n}x_{n}^{(k)}\right) \\
x_{2}^{(k+1)} = &\frac{1}{a_{2,2}}\left( b_{2} -a_{2,1}x_{1}^{(k)} -a_{2,3}x_{3}^{(k)} - \ldots -a_{2,n}x_{n}^{(k)}\right) \\
\multicolumn{1}{c}{\vdots}       &   \multicolumn{1}{c}{\vdots}  \\
x_{i}^{(k+1)} = &\frac{1}{a_{i,i}}\left( b_{i} -a_{i,1}x_{1}^{(k)} -\ldots
-a_{i,i-1}x_{i-1}^{(k)}-a_{i,i+1}x_{i+1}^{(k)}-\ldots-a_{i,n}x_{n}^{(k)}\right)\\
\multicolumn{1}{c}{\vdots}&\multicolumn{1}{c}{\vdots}\\
x_{n}^{(k+1)} = &\frac{1}{a_{n,n}}\left( b_{n} -a_{n,1}x_{1}^{(k)} -a_{n,2}x_{2}^{(k)} - \ldots -a_{n,n-1}x_{n-1}^{(k)}\right) \\
\end{array}
\right\}$$ 


Resolver el siguiente sistema utilizando el método de Jacobi, dando tres iteraciones y partiendo del vector nulo: {10x−y+2z=6−x+11y−z+3t=252x−y+10z−t=−113y−z+8t=15
    \left\{
    \begin{array}{cccccc} 
    10x & -y & +2z &   &  =  & 6 \\
    -x & +11y & -z & +3t & = & 25 \\
    2x & -y &+10z & -t & = & -11 \\
    &   3y & -z & +8t & = & 15  
    \end{array}
    \right.


Partiremos del vector inicial (x(0)y(0)z(0)t(0))=(0000)
\begin{pmatrix}
x^{(0)} \\ y^{(0)} \\ z^{(0)} \\ t^{(0)}
\end{pmatrix} =
\begin{pmatrix}
0 \\ 0 \\ 0 \\ 0
\end{pmatrix}
 y realizaremos tres iteraciones.

En el caso del método de Jacobi iteramos usando las igualdades $$
\left\{
\begin{array}{ccccccc}
x^{(k+1)} & = & & \frac{1}{10}y^{(k)} & -\frac{2}{10}z^{(k)}& &+\frac{6}{10} \\
\noalign{\vspace{1mm}}
y^{(k+1)} & = & \frac{1}{11} x^{(k)} & & +\frac{1}{11}z^{(k)} & -\frac{3}{11}t^{(k)} & + \frac{25}{11} \\
\noalign{\vspace{1mm}}
z^{(k+1)} & = & -\frac{2}{10} x^{(k)} & + \frac{1}{10}y^{(k)} & & +\frac{1}{10} t^{(k)} & -\frac{11}{10} \\
\noalign{\vspace{1mm}}
t^{(k+1)} & = & & -\frac{3}{8} y^{(k)} & + \frac{1}{8}z^{(k)} & & +\frac{15}{8}  
\end{array}
\right.
$$ para obtener: (x(0)y(0)z(0)t(0))=(0000)⇒(x(1)y(1)z(1)t(1))=(0.60002.2727−1.1001.8750)⇒(x(2)y(2)z(2)t(2))=(1.04731.7159−0.80520.8852)⇒(x(3)y(3)z(3)t(3))=(0.93262.0522−1.04931.1309).
\begin{array}{l}
\left(
\begin{array}{c}
x^{(0)} \\
y^{(0)} \\
z^{(0)} \\
t^{(0)}
\end{array}
\right) =
\left(
\begin{array}{c}
0 \\
0 \\
0 \\
0
\end{array}
\right)
\quad \Rightarrow \quad
\left(
\begin{array}{c}
x^{(1)} \\
y^{(1)} \\
z^{(1)} \\
t^{(1)}
\end{array}
\right) =
\left(
\begin{array}{c}
0.6000 \\
2.2727 \\
-1.100 \\
1.8750
\end{array}
\right)
\\ 
\quad \Rightarrow \quad
\left(
\begin{array}{c}
x^{(2)} \\
y^{(2)} \\
z^{(2)} \\
t^{(2)}
\end{array}
\right) =
\left(
\begin{array}{c}
1.0473 \\
1.7159 \\
-0.8052 \\
0.8852
\end{array}
\right)
\quad \Rightarrow \quad
\left(
\begin{array}{c}
x^{(3)} \\
y^{(3)} \\
z^{(3)} \\
t^{(3)}
\end{array}
\right) =
\left(
\begin{array}{c}
0.9326 \\
2.0522 \\
-1.0493 \\
1.1309
\end{array}
\right).
\end{array}






4.8.4 Método de Gauss-Seidel


En el ejemplo de Jacobi anterior, podemos ver cómo se calcula y(1)y^{(1)}: y(1)=111x(0)+111z(0)−311t(0)+2511y^{(1)} = \frac{1}{11} x^{(0)} +\frac{1}{11}z^{(0)} -\frac{3}{11}t^{(0)} + \frac{25}{11}

Si nos fijamos en que justo antes habíamos calculado x(1)x^{(1)}, podemos pensar que este valor está más próximo al valor real de la componente xx de la solución real. Así que para calcular y(1)y^{(1)} será mejor emplear x(1)x^{(1)} en lugar de x(0)x^{(0)}.

Por tanto, la expresión quedaría $$y^{(1)} = \frac{1}{11} \fcolorbox{ocre}{ocre!15}{\color{ocre}\ensuremath{x^{(1)}}} +\frac{1}{11}z^{(0)} -\frac{3}{11}t^{(0)} + \frac{25}{11}$$

Siguiendo este razonamiento, podríamos calcular z(1)z^{(1)} usando x(1)x^{(1)} e y(1)y^{(1)}, y así con todas las iteraciones, usando siempre el valor más actualizado posible para cada variable.



Ésta es la expresión del método: $$\left. \begin{array}{cc}
x_{1}^{(k+1)} = &\frac{1}{a_{1,1}}\left( b_{1} -a_{1,2}x_{2}^{(k)} -a_{1,3}x_{3}^{(k)} - \ldots -a_{1,n}x_{n}^{(k)}\right) \\
x_{2}^{(k+1)} = &\frac{1}{a_{2,2}}\left( b_{2} -a_{2,1}\textcolor{ocre}{x_{1}^{(k+1)}} -a_{2,3}x_{3}^{(k)} - \ldots -a_{2,n}x_{n}^{(k)}\right) \\
\multicolumn{1}{c}{\vdots}       &   \multicolumn{1}{c}{\vdots}  \\
x_{i}^{(k+1)} = &\frac{1}{a_{i,i}}\left( b_{i} -a_{i,1}\textcolor{ocre}{x_{1}^{(k+1)}} -\ldots
-a_{i,i-1}\textcolor{ocre}{x_{i-1}^{(k+1)}}-a_{i,i+1}x_{i+1}^{(k)}-\ldots-a_{i,n}x_{n}^{(k)}\right)\\
\multicolumn{1}{c}{\vdots}&\multicolumn{1}{c}{\vdots}\\
x_{n}^{(k+1)} = &\frac{1}{a_{n,n}}\left( b_{n} -a_{n,1}\textcolor{ocre}{x_{1}^{(k+1)}} -a_{n,2}\textcolor{ocre}{x_{2}^{(k+1)}} - \ldots -a_{n,n-1}\textcolor{ocre}{x_{n-1}^{(k+1)}}\right) \\
\end{array}
\right\}$$



	Al calcular cada incógnita usamos la estimación más reciente del resto de variables, lo cual proporciona mayor velocidad al método.

	La expresión se puede deducir fácilmente como se hizo con el método de Jacobi, despejando xix_i de la ecuación ii-ésima, pero haciendo las actualizaciones mencionadas.

	En la expresión matricial del método de Gauss-Seidel, $\symbfit{c}=(D+L)^{-1}\symbfit{b}$ y la matriz del método es T=−(D+L)−1RT=-(D+L)^{-1}R.






Resolver el siguiente sistema utilizando el método de Gauss-Seidel, dando tres iteraciones y partiendo del vector nulo: {10x−y+2z=6−x+11y−z+3t=252x−y+10z−t=−113y−z+8t=15
    \left\{
    \begin{array}{cccccc} 
    10x & -y & +2z &   &  =  & 6 \\
    -x & +11y & -z & +3t & = & 25 \\
    2x & -y &+10z & -t & = & -11 \\
    &   3y & -z & +8t & = & 15  
    \end{array}
    \right.


$$
\left\{
\begin{array}{ccccccc}
x^{(k+1)} & = & & \frac{1}{10}y^{(k)} & -\frac{2}{10}z^{(k)}& &+\frac{6}{10} \\
\noalign{\vspace{1mm}}
y^{(k+1)} & = & \frac{1}{11} x^{(k+1)} & & +\frac{1}{11}z^{(k)} & -\frac{3}{11}t^{(k)} & + \frac{25}{11} \\
\noalign{\vspace{1mm}}
z^{(k+1)} & = & -\frac{2}{10} x^{(k+1)} & + \frac{1}{10}y^{(k+1)} & & +\frac{1}{10} t^{(k)} & -\frac{11}{10} \\
\noalign{\vspace{1mm}}
t^{(k+1)} & = & & -\frac{3}{8} y^{(k+1)} & + \frac{1}{8}z^{(k+1)} & & +\frac{15}{8}  
\end{array}
\right.
$$

Dar tres iteraciones de Gauss-Seidel.

(x(0)y(0)z(0)t(0))=(0000)⇒(x(1)y(1)z(1)t(1))=(0.60002.3272−0.98730.8789)⇒(x(2)y(2)z(2)t(2))=(1.03002.0370−1.01400.9844)⇒(x(3)y(3)z(3)t(3))=(1.00652.0036−1.00250.9983).
\begin{array}{l}
\left(
\begin{array}{c}
x^{(0)} \\
y^{(0)} \\
z^{(0)} \\
t^{(0)}
\end{array}
\right) =
\left(
\begin{array}{c}
0 \\
0 \\
0 \\
0
\end{array}
\right)
\quad \Rightarrow \quad
\left(
\begin{array}{c}
x^{(1)} \\
y^{(1)} \\
z^{(1)} \\
t^{(1)}
\end{array}
\right) =
\left(
\begin{array}{c}
0.6000 \\
2.3272 \\
-0.9873\\
0.8789
\end{array}
\right)
\\ 
\quad \Rightarrow \quad
\left(
\begin{array}{c}
x^{(2)} \\
y^{(2)} \\
z^{(2)} \\
t^{(2)}
\end{array}
\right) =
\left(
\begin{array}{c}
1.0300 \\
2.0370 \\
-1.0140 \\
0.9844
\end{array}
\right)
\quad \Rightarrow \quad
\left(
\begin{array}{c}
x^{(3)} \\
y^{(3)} \\
z^{(3)} \\
t^{(3)}
\end{array}
\right) =
\left(
\begin{array}{c}
1.0065 \\
2.0036 \\
-1.0025 \\
0.9983
\end{array}
\right).
\end{array}






4.8.5 Análisis de la convergencia y del error


¿Cuándo podremos asegurar que un método iterativo es convergente? ¿Podemos estimar el error que cometemos con las aproximaciones?



Recordemos que los métodos iterativos se construyen a partir de una matriz TT y un vector cc que, bajo ciertas condiciones, nos aseguran la consistencia: $$\symbfit{x^{(0)}}\text{ cualquiera},\quad \symbfit{x^{(1)}} = T\symbfit{x^{0)}}+\symbfit{c}, \ldots,\symbfit{x^{(k+1)}} = T\symbfit{x^{(k)}}+\symbfit{c},\ldots$$

Vamos a analizar el error que se comete en la aproximación kk-ésima: la diferencia o distancia entre $\symbfit{x^{(k)}}$ y la solución real $\symbfit{x}$, es decir, $$e_k = \|\symbfit{x^{(k)}} - \symbfit{x}\|_{\infty}$$

Lo ideal es que este error eke_k tienda a 0 (es la definición de método convergente).


Sea $\{\symbfit{x^{(k)}}\}$ la sucesión de vectores construida usando un método iterativo consistente como el expresado en la diapositiva anterior, y sea $\symbfit{x}\in\mathbb{K}^n$ el punto fijo (solución de $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$). Entonces $$\symbfit{x^{(k)}} - \symbfit{x} = T^k \left(\symbfit{x^{(0)}} - \symbfit{x}\right)$$




Como consecuencia, $\symbfit{x^{(k)}} \longrightarrow \symbfit{x}$ si, y sólo si, o bien $\symbfit{x^{(0)}} = \symbfit{x}$ o TkT^k tiende a la matriz nula cuando k→∞k\longrightarrow \infty.

Esto se debe a que: $$e_k = \|\symbfit{x^{(k)}} - \symbfit{x}\|_{\infty} = \|T^k \left(\symbfit{x^{(0)}} - \symbfit{x}\right)\|_{\infty}\le \left(\|T\|_{\infty}\right)^k\cdot\|\symbfit{x^{(0)}} - \symbfit{x}\|_{\infty}$$ donde hemos usado una propiedad de las normas matriciales: ∥XY∥∞≤∥X∥∞⋅∥Y∥∞\|XY\|_{\infty} \le \|X\|_{\infty}\cdot\|Y\|_{\infty} para todo par de matrices X,YX,Y con dimensiones compatibles con su producto.




Sea $\{\symbfit{x^{(k)}}\}$ la sucesión de vectores construida usando un método iterativo consistente como el expresado an la diapositiva anterior, y sea $\symbfit{x}\in\mathbb{K}^n$ el punto fijo (solución de $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$).

Si ∥T∥∞<1\|T\|_{\infty} < 1 o ∥T∥1<1\|T\|_1 < 1, entonces $\symbfit{x^{(k)}} \longrightarrow \symbfit{x}$.




Pero la matriz TT no siempre es sencilla de calcular (especialmente en el método de Gauss-Seidel). ¿Hay algún criterio sobre la matriz de coeficientes AA para asegurar la convergencia de estos métodos?




Si nos dijamos cómo se construye la matriz TT en el método de Jacobi, podemos comprobar que ∥T∥∞<1\|T\|_{\infty} < 1 si, y sólo si, para cada fila i=1,…,ni=1,\ldots, n, se tiene 

Es decir, si, y sólo si, |ai,i|>∑1≤j≤n,j≠i|ai,j|\displaystyle |a_{i,i}| > \sum_{1\le j\le n, j\ne i}|a_{i,j}| para todo ii.




Una matriz A=(ai,j)∈ℳn(𝕂)A=(a_{i,j})\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) se denomina de diagonal estrictamente dominante si verifica |ai,i|>∑1≤j≤n,j≠i|ai,j| |a_{i,i}| > \sum_{1\le j\le n, j\ne i}|a_{i,j}| para todo i∈{1,…,n}i\in\{1,\ldots,n\}.




Sea $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$ un sistema de ecuaciones lineales con AA una matriz regular. Si AA es de diagonal estrictamente dominante, entonces los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel proporcionan sucesiones convergentes a la solución del sistema, independientemente de la aproximación inicial $\symbfit{x^{(0)}}$ usada.




¿Cómo sabemos cuántas iteraciones tenemos que dar por alguno de estos métodos? Lo usual es dejar de iterar cuando el error cometido en la iteración actual es menor que una cota de error tolerable, o cuando se alcanza un número de iteraciones prefijado.




Hasta ahora, sabíamos que $$e_k \le \left(\|T\|_{\infty}\right)^k\cdot\|\symbfit{x^{(0)}} - \symbfit{x}\|_{\infty}$$ pero esto no nos ayuda a determinar el error en la iteración kk-ésima pues desconocemos el valor real de $\symbfit{x}$.

Por tanto, habremos de buscar alguna forma de expresar el error en términos únicamente de cantidades que podamos calcular.




Sea $\{\symbfit{x^{(k)}}\}$ la sucesión de vectores construida usando un método iterativo consistente como el expresado anteriormente, y sea $\symbfit{x}\in\mathbb{K}^n$ el punto fijo (solución de $A\symbfit{x}=\symbfit{b}$). Entonces, para cada k∈ℕ\{0}k\in\mathbb{N}\setminus\{0\}, se tiene:


	$\displaystyle e_k \leq \frac{\|T\|_{\infty}}{1 - \|T\|_{\infty}}\left\|\symbfit{x^{(k)}} - \symbfit{x^{(k-1)}}\right\|_{\infty}$

	$\displaystyle e_k \leq \frac{\left(\|T\|_{\infty}\right)^k}{1 - \|T\|_{\infty}}\left\|\symbfit{x^{(1)}} - \symbfit{x^{(0)}}\right\|_{\infty}$







	Podemos usar mientras iteramos, llevando cuenta de la aproximación actual y de la anterior, para obtener una cota del error cometido en la iteración actual.

	El punto se puede usar para, una vez realizada la primera iteración (es decir, una vez conocemos $\symbfit{x^{(1)}}$), estimar el número de iteraciones necesarias para asegurar un error menor que el umbral de tolerancia prefijado.






Consideremos, en ℝ\mathbb{R}, el sistema de ecuaciones {2x1+x2=4x1+3x2=7\left\{\begin{array}{cc} 2x_1+x_2 &= 4 \\ x_1 + 3x_2 & = 7\end{array}\right.


	Partiendo del vector (4,1)T(4, 1)^T, ¿cuántas iteraciones del método de Jacobi estimamos a priori que se necesitan para obtener un error menor que 10−510^{-5}?

	Después de 4 iteraciones por Jacobi, ¿qué cota de error se obtiene para esa iteración?






La matriz es $T = \begin{pmatrix}0 & \sfrac{-1}{2}\\ \sfrac{-1}{3} & 0\end{pmatrix}$, de donde $\|T\|_{\infty} = \sfrac{1}{2} < 1$, luego el método es convergente. Se podría haber deducido también observando que la matriz de coeficientes es de diagonal estrictamente dominante.


	Para calcular el número de iteraciones a priori, haremos uso de la expresión $$\displaystyle e_k \leq \frac{\left(\|T\|_{\infty}\right)^k}{1 - \|T\|_{\infty}}\left\|\symbfit{x^{(1)}} - \symbfit{x^{(0)}}\right\|_{\infty}$$



Ya conocemos $\|T\|_{\infty} = \sfrac{1}{2}$ y $\symbfit{x^{(0)}} = \begin{pmatrix}4 \\ -1\end{pmatrix}$. Nos falta conocer $\symbfit{x^{(1)}}$, que se have mediante Jacobi.

Resulta $\symbfit{x^{(1)}} = \begin{pmatrix}2.5 \\ 1\end{pmatrix}$, luego, para la iteración kk-ésima, es $$e_k \leq \frac{\left(\sfrac{1}{2}\right)^k}{1 - \sfrac{1}{2}}\left\|\begin{pmatrix}2.5 \\ 1\end{pmatrix} - \begin{pmatrix}4 \\ -1\end{pmatrix}\right\|_{\infty} = \frac{\sfrac{1}{2^k}}{\sfrac{1}{2}}\left\|\begin{pmatrix}-1.5 \\ 2\end{pmatrix} \right\|_{\infty} = \frac{\sfrac{1}{2^k}}{\sfrac{1}{2}}\cdot 2 = \frac{1}{2^{k-2}}$$

Como queremos que el error sea menor que 10−510^{-5}, basta con imponer que 12k−2<10−5\frac{1}{2^{k-2}} < 10^{-5}, pues así el error en la iteración kk será ek≤12k−2<10−5e_k \le \frac{1}{2^{k-2}} < 10^{-5}.

Despejamos entonces kk de la expresión anterior: k>2+5log210≈18.61k > 2+5\log_2 10 \approx 18.61 por tanto, a partir de la iteración 19, podemos asegurar que la diferencia entre la aproximación obtenida y la solución real es menor que 10−510^{-5}.


	Para calcular una cota del error tras la cuarta iteración, emplearemos la expresión:



luego, debemos calcular hasta $\symbfit{x^{(4)}}$. \end{enumerate}

Se tiene que: $$\symbfit{x^{(2)}} = \begin{pmatrix}1.5\\1.5\end{pmatrix}, \symbfit{x^{(3)}} = \begin{pmatrix}1.25\\1.8333\end{pmatrix}, \symbfit{x^{(4)}} = \begin{pmatrix}1.0833\\1.9167\end{pmatrix}$$ Luego ek≤∥(1.08331.9167)−(1.251.8333)∥∞=∥(−0.16670.0834)∥∞=0.1667e_k \leq \left\|\begin{pmatrix}1.0833\\1.9167\end{pmatrix} - \begin{pmatrix}1.25\\1.8333\end{pmatrix}\right\|_{\infty} = \left\|\begin{pmatrix}-0.1667\\0.0834\end{pmatrix}\right\|_{\infty} = 0.1667

La solución real de este sistema es $\symbfit{x} = \begin{pmatrix}1\\2\end{pmatrix}$. Si calculamos el error real tras 4 iteraciones, tenemos:

Como era de esperar, por lo visto en teoría, efectivamente el error real ek=0.0833e_k = 0.0833 es menor que la cota calculada, 0.16670.1667.






4.9 Ejercicios



4.10 FALTA:


	Descomposición de Cholesky (aquí o mejor en el de formas bilineales definidas positivas)

	Método numérico de relajación

	Vector residuo y número de condición.








  
  
  ch006.xhtml
  
  

  
  



5 Espacios Vectoriales

%
%

Supongamos un cuerpo 𝕂\mathbb{K} (generalmente 𝕂=ℝ\mathbb{K} = \mathbb{R}). Consideremos un conjunto VV dotado de dos operaciones:


	Una operación interna, la suma, de forma que si u,v∈Vu,v\in V entonces su suma es u+v∈Vu+v\in V.

	Una operación externa, producto por un escalar de 𝕂\mathbb{K}: si c∈𝕂c\in \mathbb{K} y v∈Vv\in V, su producto es c⋅v∈Vc \cdot v \in V.



Si:


	VV con la operación ++ es grupo abeliano.

	El producto por un escalar verifica las propiedades distributiva ((c+d)⋅v=c⋅v+d⋅v(c+d)\cdot v = c\cdot v + d\cdot v y c⋅(u+v)=c⋅u+c⋅vc\cdot (u+v) = c\cdot u + c\cdot v, para c,d∈𝕂,u,v∈Vc,d\in\mathbb{K},\,u,v\in V), pseudoasociativa (c⋅(d⋅v)=(c⋅d)⋅vc\cdot(d\cdot v) = (c\cdot  d)\cdot v para c,d∈𝕂,v∈Vc,d\in\mathbb{K},\,v\in V) y existencia de neutro (1∈𝕂1\in\mathbb{K}, tal que 1⋅v=v1\cdot v = v para todo v∈Vv\in V).



Entonces a (V,+,⋅)(V, +, \cdot) se de denomina espacio vectorial, y a los elementos de VV, vectores.

[image: ]

En este documento, nos referiremos normalmente a resultados sobre espacios vectoriales denominados de dimensión finita. Este concepto lo hablaremos más adelante.


V=ℝ4V=\mathbb{R}^{4} es un espacio vectorial y $\left(
\begin{array}{c@{}}
-2\\
2\\
1\\
-1
\end{array}
\right)$ es un vector de VV.



¿Qué preguntas vamos a responder en este capítulo?


	¿Qué es un subespacio vectorial?

	¿Qué es un sistema de vectores linealmente independiente?

	¿Qué es un sistema generador y el subespacio generado por un conjunto de vectores?

	¿Cómo extraemos una base a partir de un sistema generador de un (sub)espacio vectorial?

	¿Cómo encontrar la base (y la dimensión) para un subespacio vectorial?

	¿Cómo convertir entre ecuaciones cartesianas y paramétricas de un subespacio vectorial?

	¿Cómo hallar la intersección de dos subespacios vectoriales?

	¿Es la unión de subespacios un subespacio?

	¿Cómo hallar la suma de dos subespacios vectoriales?

	¿Qué dice el teorema de la dimensión?

	¿Cómo calcular el subespacio suplementario de uno dado?

	¿Cómo calcular las coordenadas de un vector con respecto a una base dada?

	¿Cómo calcular la matriz de cambio de base entre dos bases de un mismo espacio vectorial?




5.1 Qué es un subespacio vectorial


Un subconjunto U⊂VU\subset V no vacío es un subespacio vectorial de VV si la restricción de las operaciones suma y producto por un escalar a ese conjunto son operaciones cerradas.



Eso equivale a decir que la suma de dos vectores cualesquiera de UU debe estar en UU, y si multiplicamos por un escalar un vector de UU, el producto vuelve a estar en UU.


U={(xyzt)∈ℝ4:x+y−z=0}U = \left\{\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
\in\mathbb{R}^{4}: x + y - z = 0\right\} es un subespacio de V=ℝ4V=\mathbb{R}^{4}.





5.2 Qué es un sistema de vectores linealmente independiente


Supongamos un conjunto de vectores {v1,…,vn}\{v_1,\ldots,v_n\}. Este conjunto es linealmente independiente si ninguno de los vectores se puede poner como combinación lineal de los demás vectores.



Esto es equivalente a que si tenemos una combinación lineal igualada a 0, de la forma α1v1+…+αnvn=0\alpha_1 v_1 + \ldots + \alpha_n v_n = 0 entonces el sistema de los viv_i será independiente si necesariamente todos los αi\alpha_i valen 0.

Evidentemente, cualquier sistema de vectores que incluya al vector 0 no es linealmente independiente.


Consideremos el sistema de vectores $\left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-2\\
2\\
1\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
1\\
1\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-4\\
4\\
1\\
-5
\end{array}
\right)
\right\}$.

¿Cómo podemos saber si es linealmente independiente?

Comenzamos por ver que no está el vector 0. Estudiemos entonces qué pasa si escribimos una combinación lineal de los tres vectores igualada a cero:

α1(−221−1)+α2(−1111)+α3(−441−5)=(0000)\alpha_{1}\left(\begin{array}{c}
-2\\
2\\
1\\
-1
\end{array}\right)
{}+\alpha_{2}\left(\begin{array}{c}
-1\\
1\\
1\\
1
\end{array}\right)
{}+\alpha_{3}\left(\begin{array}{c}
-4\\
4\\
1\\
-5
\end{array}\right)
{} = \left(\begin{array}{c}
0\\
0\\
0\\
0
\end{array}\right)


Esto lo podemos reescribir como un sistema de ecuaciones lineales donde las incógnitas son las αi\alpha_i.

{−2α1−α2−4α3=02α1+α2+4α3=0α1+α2+α3=0−α1+α2−5α3=0\left\{\begin{array}{rrrcr}
-2\alpha_{1} & -\alpha_{2} & -4\alpha_{3} & = & 0\\
2\alpha_{1} & + \alpha_{2} & + 4\alpha_{3} & = & 0\\
\alpha_{1} & + \alpha_{2} & + \alpha_{3} & = & 0\\
-\alpha_{1} & + \alpha_{2} & -5\alpha_{3} & = & 0\\
\end{array}\right.

Fijaos en que la matriz de coeficientes está formada por los vectores puestos por columnas.

Pueden ocurrir dos casos:


	Si el sistema es compatible determinado, entonces su única solución es que todos los αi=0\alpha_i = 0. Esto, por el comentario anterior, nos dice que el sistema será linealmente independiente.

	Si el sistema es compatible indeterminado, entonces admite más soluciones aparte de la trivial. Por tanto, hay una combinación lineal, donde no todos los αi\alpha_i son nulos, y que da igual al vector 0. Eso nos indica que el sistema no es linealmente independiente.





Lo más sencillo en este caso es usar el método de Gauss para encontrar la forma escalonada de la matriz de coeficientes. Del estudio de sistemas homogéneos, sabemos el siguiente resultado, que se aplica tras tener la forma escalonada:


Si el número de ecuaciones (filas) es menor estrictamente que el número de incógnitas (columnas), entonces el sistema es compatible indeterminado. En otro caso (mismo número de ecuaciones que de incógnitas), será compatible determinado.




Usamos entonces Gauss:

$$\left(
\begin{array}{ccc|c}
-2 & -1 & -4 & 0\\
2 & 1 & 4 & 0\\
1 & 1 & 1 & 0\\
-1 & 1 & -5 & 0
\end{array}
\right)
\sim \left(
\begin{array}{ccc|c}
-2 & -1 & -4 & 0\\
0 & {\left.{  1}\right/{ 2}} & -1 & 0\\
0 & 0 & 0 & 0\\
0 & 0 & 0 & 0
\end{array}
\right)
$$

En este caso, tenemos 2 filas no nulas y 3 incógnitas. Por lo anterior, el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones, y eso implica que el sistema no es linealmente independiente.

Si hubiéramos llegado a 3 ecuaciones no nulas, entonces estaríamos en la situación de un sistema compatible determinado, luego la única solución es la nula. Por lo anterior, el sistema sería linealmente independiente.





5.3 Qué es un sistema generador y el subespacio generado por un conjunto de vectores

En esta sección, estudiamos una noción complementaria a la de sistema linealmente independiente.

Definición (Subespacio generado)  Consideramos un sistema de vectores 𝒮={v1,…,vn}\mathcal{S} = \{v_1,\ldots,v_n\}. El subespacio generado por 𝒮\mathcal{S} es el conjunto de vectores que se calcula como combinaciones lineales de los de 𝒮\mathcal{S}.

Es decir, si vamos dando valores a unos escalares α1,…,αn\alpha_1,\ldots,\alpha_n, entonces el vector α1v1+…+αnvn\alpha_1v_1+\ldots+\alpha_nv_n es combinación lineal de los de 𝒮\mathcal{S}, luego pertenece al subespacio generado por éste.

Como conclusión, el subespacio generado por 𝒮\mathcal{S} es el menor subespacio de VV que contiene a los elementos de 𝒮\mathcal{S}.

Denotamos como ℒ(𝒮)\mathcal{L}(\mathcal{S}) al subsepacio generado por 𝒮\mathcal{S}.



Ejemplo

Consideremos el sistema de vectores $\mathcal{S} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-2\\
2\\
1\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
1\\
1\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$.

Entonces

ℒ(𝒮)={α1(−221−1)+α2(−1111):αi∈ℝ}\mathcal{L}(\mathcal{S}) = \left\{\alpha_{1}\left(\begin{array}{c} -2\\ 2\\ 1\\ -1 \end{array}\right) {}+\alpha_{2}\left(\begin{array}{c} -1\\ 1\\ 1\\ 1 \end{array}\right) {}:\alpha_i\in\mathbb{R}\right\}

Dando valores a α1\alpha_1 y α2\alpha_2 tendremos todos los vectores generados en ℒ(𝒮)\mathcal{L}(\mathcal{S}). Por ejemplo, para

α1=2,α2=1⇒v=2(−221−1)+1(−1111)=(−553−1)∈ℒ(𝒮)\alpha_1 = 2,\quad\alpha_2 = 1\quad\Rightarrow\quad v = 2\left(\begin{array}{c} -2\\ 2\\ 1\\ -1 \end{array}\right) {}+1\left(\begin{array}{c} -1\\ 1\\ 1\\ 1 \end{array}\right) {} = \left(\begin{array}{c} -5\\ 5\\ 3\\ -1 \end{array}\right) \in \mathcal{L}(\mathcal{S})





5.4 Cómo extraemos una base a partir de un sistema generador de un (sub)espacio vectorial

Definición (Base)  Para cualquier espacio vectorial, o subespacio, una base es un sistema de vectores que lo genera (mediante combinaciones lineales, como hemos visto antes) y que es linealmente independiente.

La base canónica 𝒞\mathcal{C} en un espacio ℝn\mathbb{R}^n es la dada por los vectores eie_i (i=1,…,ni = 1,\ldots,n), donde eie_i es el vector que tiene todas sus componentes a 0 menos la ii-ésima que vale 1.

Si tenemos un sistema generador de un (sub)espacio vectorial, siempre podremos encontrar una base, gracias al siguiente resultado:


Todo sistema generador de un subespacio contiene un sistema linealmente independiente, que también genera el mismo subespacio.



El concepto de dimensión está intrínsecamente relacionado con el de base: es el número de vectores en cualquier base del espacio. Hay que tener en cuenta que todas las bases que se puedan encontrar en un mismo espacio vectorial tienen el mismo número de elementos.

Aparte, hay dos propiedades más que relacionan las bases y las propiedades de ser sistema generador o linealmente independiente. Si nn es la dimensión de un espacio vectorial:


	Todo sistema de vectores con más de nn elementos no puede ser linealmente independiente.

	Todo sistema generador de ese espacio debe tener, al menos, nn elementos.



Dado un sistema de vectores SS que se sepa que es sistema generador de un espacio o de un subespacio, la mejor estrategia es utilizar transformaciones elementales sobre SS para eliminar aquellos vectores que sean combinaciones lineales de los demás.



Ejemplo

Consideremos el sistema de vectores $$\mathcal{S} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
2\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
2\\
-1\\
0\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
-2\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
3\\
0\\
0\\
0
\end{array}
\right)
\right\}$$ Vamos a encontrar un sistema de vectores que sea base de ℒ(S)\mathcal{L}(S). Para ellos, vamos a eliminar de SS aquellos vectores que sean combinaciones lineales de los demás.

Esa tarea es justo la que realiza el método de Gauss con las filas de una matriz, al ponerla en forma escalonada. Si aplicamos Gauss a una matriz, las filas que acaban siendo de ceros son las que originalmente eran combinación lineal de las demás.

Por tanto, nos aprovechamos de esta propiedad para eliminar vectores linealmente dependientes. Vamos a construir la matriz MM resultado de poner los vectores de SS por filas (primer vector en primera fila, segundo en segunda fila, etc.).

$$M = \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 1 & 2 & -1\\ 2 & -1 & 0 & 1\\ 1 & 0 & -2 & 0\\ 3 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) $$

Si aplicamos Gauss para encontrar la forma escalonada (omitimos los detalles intermedios):

$$\left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 1 & 2 & -1\\ 2 & -1 & 0 & 1\\ 1 & 0 & -2 & 0\\ 3 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right)  \sim \left( \begin{array}{cccc@{}} 2 & -1 & 0 & 1\\ 0 & 1 & 2 & -1\\ 0 & 0 & -3 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) $$

Como se puede ver, tenemos que la última fila es de ceros. Por tanto, el vector original del que procede esa fila es linealmente dependiente del resto de vectores de SS.

Si hubiéramos tenido que intercambiar filas en algún momento, habría que llevar cuenta de cada intercambio para saber a qué vector original se corresponden aquellas filas que valen 0.

Por tanto, la base del subespacio generado por SS, que consiste en únicamente los vectores linealmente independientes de SS, es:

$$\mathcal{B}_{\mathcal{L}(\mathcal{S})} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 2\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 2\\ -1\\ 0\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ -2\\ 0 \end{array} \right) \right\}$$





5.5 Cómo encontrar la base (y la dimensión) para un subespacio vectorial

En muchas ocasiones, necesitaremos encontrar una base para un subespacio vectorial, puesto que con las bases tenemos mucha información adicional sobre un subespacio. Además, cada subespacio queda completamente caracterizado una vez dada su base.

Sin embargo, existen otras formas en las que podemos definir un subespacio vectorial, y necesitamos conocer cómo extraer una base de dicho subespacio, para tener una forma estándar de describir los subespacios.


5.5.1 Partiendo de las ecuaciones paramétricas

La primera forma escrita en que podemos definir un subespacio vectorial es mediante sus ecuaciones paramétricas, que nos indican cómo determinar las diversas componentes de cada vector (x,y,…x,y,\ldots) a partir de unos parámetros libres α1,…,αn\alpha_1,\ldots,\alpha_n.

Realmente esto es equivalente a escribir un vector genérico vv como combinación lineal de otros vectores. Esos otros vectores que forman la combinación lineal son, por tanto, un sistema generador del subespacio que queremos definir. Usando lo explicado en la sección correspondiente, obtendríamos la base deseada.



Ejemplo

Consideremos el subespacio UU dado en su forma paramétrica:

$$U = \left\{\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) \in V:\quad\begin{array}{c@{}cc} x &  =  & 2\beta + \gamma + 3\delta\\ y &  =  & \alpha -\beta\\ z &  =  & 2\alpha -2\gamma\\ t &  =  & -\alpha + \beta \end{array} ,\alpha,\beta,\gamma,\delta\in\mathbb{R}\right\}$$

En este caso, lo que debemos hacer es expresar esas ecuaciones paramétricas en forma de combinación lineal de vectores. Para ello, consideramos los coeficientes que acompañan a cada uno de los parámetros α,β,γ,δ\alpha,\beta,\gamma,\delta.

Si lo hacemos, nos queda (ya poniéndolo en formato vectorial) que un vector vv pertenece a UU si se puede expresar como una combinación lineal de la forma:

v=(xyzt)=α(012−1)+β(2−101)+γ(10−20)+δ(3000)v = \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ 2\\ -1 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} 2\\ -1\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}+\gamma\left(\begin{array}{c} 1\\ 0\\ -2\\ 0 \end{array}\right) {}+\delta\left(\begin{array}{c} 3\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array}\right) {}

Es decir, $\mathcal{S} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
2\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
2\\
-1\\
0\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
-2\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
3\\
0\\
0\\
0
\end{array}
\right)
\right\}$ es un sistema generador del subespacio UU. Este proceso no nos asegura que sean vectores linealmente independientes, así que no podemos decir, de momento, que sea una base de UU.

A partir de aquí, basta aplicar lo descrito en la sección sobre cómo extraer una base a partir de un sistema generador.





5.5.2 Partiendo de las ecuaciones cartesianas

Un subespacio vectorial puede venir definido mediante unas expresiones cartesianas que relacionan las componentes x,y,…x,y,\ldots entre sí.

Esas expresiones cartesianas realmente expresan un sistema de ecuaciones homogéneo cuyo conjunto solución es el propio subespacio que buscamos.

Por tanto, la forma de proceder es tomar las ecuaciones cartesianas, formar el sistema, y resolverlo. Para ello, haciendo Gauss, pasamos a forma escalonada o escalonada reducida y desde esa forma, calculamos las expresiones paramétricas del conjunto solución y aplicamos lo explicado en la sección anterior.



Ejemplo

Sea el subespacio

U={(xyzt)∈ℝ4:2x+y+3z+t=0−z−t=0}U = \left\{\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr} 2x+ y+ 3z+ t & = & 0\\ -z-t & = & 0\\ \end{array}\right\}

El sistema homogéneo dado por su ecuaciones cartesianas es:

{2x+y+3z+t=0−z−t=0\left\{\begin{array}{rrrrcr}
2x & + y & + 3z & + t & = & 0\\
 &  & -z & -t & = & 0\\
\end{array}\right.

Este sistema, resuelto por Gauss, nos da las siguientes expresiones paramétricas:

$$\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
= \alpha\left(\begin{array}{c}
- {\left.{  1}\right/{ 2}}\\
1\\
0\\
0
\end{array}\right)
{}+\beta\left(\begin{array}{c}
1\\
0\\
-1\\
1
\end{array}\right)
{}$$

A partir de aquí, ya sabemos que estos dos vectores son un sistema generador de UU, luego podemos encontrar una base para UU si seguimos las explicaciones en la sección correspondiente.

Podemos fijarnos que, en este ejemplo, ya los dos vectores son linealmente independientes, así que ya conforman una base, pero no es la situación general y conviene hacer, para estar seguros, lo mencionado en el párrafo anterior.

Luego, además, podemos saber que la dimensión de UU es dim(U)=2\mathrm{dim}(U) = 2.






5.6 Cómo convertir entre ecuaciones cartesianas y paramétricas de un subespacio vectorial

En la sección anterior, ya hemos visto que para pasar de ecuaciones cartesianas a paramétricas, basta con usar el método de Gauss-Jordan para resolver el sistema de ecuaciones homogéneo.

Para pasar de ecuaciones paramétricas de un subespacio a las ecuaciones cartesianas, se suele utilizar el método de eliminación de parámetros.

Si tenemos mm parámetros αi\alpha_i (i=1,…,mi = 1,\ldots,m) y el espacio es de dimensión n>mn > m, entonces tendremos, a lo sumo, n−mn - m ecuaciones cartesianas. Buscamos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo (las ecuaciones cartesianas) cuya solución, en forma paramétrica sea las ya dadas.

Para ello, comenzamos con la expresión paramétrica con una ecuación por cada coordenada cartesiana del subespacio (una expresión de xx en función de los αi\alpha_i, una para la yy, etc.).

Se toma uno de los parámetros, y se despeja de alguna de las ecuaciones en las que aparece. Se sutituye en las demás ecuaciones y desechamos la ecuación de la que hemos despejado el parámetro. En esta situación, tenemos una ecuación menos y un parámetro menos.

Con el nuevo sistema de ecuaciones, repetimos el proceso anterior: seleccionar un parámetro, despejarlo de una ecuación y sustituirlo en las demás, eliminando la ecuación de la que se ha despejado.

Repetimos todo el proceso hasta que no queden parámetros que eliminar.



Ejemplo

En el espacio vectorial ℝ5\mathbb{R}^5 se considera el subespacio 𝒲\mathcal{W} generado por $$ \symbfit{w_1} = \begin{pmatrix} 1\\2\\0\\1\\0 \end{pmatrix},\quad \symbfit{w_2}=\begin{pmatrix} 0\\ 0\\1\\ 1\\2 \end{pmatrix},\quad \symbfit{w_3}=\begin{pmatrix} 0\\0\\0\\0\\1 \end{pmatrix} $$ Este sistema es una base, puesto que los vectores son escalonados. Sabemos entonces que cada vector $\symbfit{x} \in \mathcal{W}$ se puede expresar como combinación lineal: $$ \symbfit{x} = \alpha \symbfit{w_1} + \beta \symbfit{w_2} + \gamma \symbfit{w_3}, \quad \alpha, \beta, \gamma \in \mathbb{R} $$ (x1x2x3x4x5)=α(12010)+β(00112)+γ(00001)⇒{x1=αx2=2αx3=βx4=α+βx5=+2β+γ \begin{pmatrix} x_1\\x_2\\x_3\\x_4\\x_5 \end{pmatrix} = \alpha \begin{pmatrix} 1\\2\\0\\1\\0 \end{pmatrix} + \beta\begin{pmatrix} 0\\ 0\\1\\ 1\\2 \end{pmatrix} + \gamma\begin{pmatrix} 0\\0\\0\\0\\1 \end{pmatrix} \quad\Longrightarrow \quad \left\{\begin{array}{rcrcrcr} x_1 & \ = & \alpha & & & & \\ x_2 & = &\ 2\alpha &&& \\ x_3 & = & & & \beta & \\ x_4 & = &\alpha &+& \beta &\\ x_5 & = & &+ & 2\beta &+ & \gamma \end{array} \right.  Estas ecuaciones se denominan del subespacio, ya que expresan las coordenadas del vector en función de los parámetros α\alpha, β\beta, γ\gamma.

Por lo tanto, para que $\symbfit{x}=(x_1,\dots,x_n)^t$ pertenezca a 𝒲\mathcal W, deben existir escalares α\alpha, β\beta, γ\gamma que hagan válidas las ecuaciones parámetricas, es decir, el sistema dado por la siguiente matriz aumentada debe tener solución: $$ \left(\begin{array}{rrr|r} 1& 0& 0& x_1\\ 2& 0& 0& x_2\\ 0& 1& 0& x_3\\ 1& 1& 0& x_4\\ 0 & 2& 1& x_5 \end{array}\right)\qquad\qquad\scriptsize\left(\begin{array}{l|l}\text{Los vectores del sistema} & \text{Las variables genéricas}\\\text{generador por columnas} & x_1,x_2,\ldots\end{array}\right) $$ Utilizando el método de Gauss para convertir esta matriz a su forma escalonada por filas equivalente, llegamos a: (100x1010x3001x5−2x3000x2−2x1000x4−x1−x3) \left( \begin{array}{rrr|l} 1& 0& 0& x_1\\ 0& 1& 0& x_3\\ 0 & 0& 1& x_5 - 2 x_3\\\hline {0}& {0}& {0}& x_2 - 2x_1 \\ {0}& {0}& {0}& x_4 - x_1 - x_3\\ \end{array}\right) 

Por lo tanto, este sistema es compatible si y solamente si x2−2x1=0x4−x1−x3=0 \begin{aligned} x_2 - 2x_1 & = 0\\ x_4 - x_1 - x_3 &= 0 \end{aligned}  Es decir, $\symbfit{x}=(x_1,\dots,x_n)^t\in \mathcal{W}$ si, y sólo si, se verifican las ecuaciones anteriores. Estas ecuaciones se denominan de 𝒲\mathcal{W} y son el sistema de ecuaciones cuyo conjunto de soluciones coincide con 𝒲\mathcal{W}.





5.7 Cómo hallar la intersección de dos subespacios vectoriales

Si tenemos dos subespacios, UU y WW de VV, podemos calcular su intersección, que es el conjunto de vectores que pertenecen a ambos subespacios a la vez.


La intersección de dos subespacios es un nuevo subespacio, aunque puede suceder que la intersección sea únicamente el vector 0.



Conviene tener ambos subespacios expresados en forma de ecuaciones cartesianas. Si no estuviera así (porque solo se dé su base o, lo que es equivalente, las ecuaciones paramétricas), basta ver la sección sobre cómo convertir de ecuaciones paramétricas a cartesianas.

Si un vector vv pertenece a la intersección, entonces verifica tanto las ecuaciones paramétricas de UU como las de WW. Por tanto, podemos construir un sistema de ecuaciones con todas las ecuaciones de UU y de WW, y la intersección U∩WU\cap W será el conjunto solución de este sistema homogéneo ampliado.

A partir de ese sistema, ya hemos explicado cómo encontrar la base del subespacio intersección.



Ejemplo

Consideremos los subespacios siguientes:

U={(xyzt)∈ℝ4:2x+y+3z+t=0−z−t=0}U = \left\{\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr}
2x+ y+ 3z+ t & = & 0\\
-z-t & = & 0\\
\end{array}\right\}W={(xyzt)∈ℝ4:3y=0}W = \left\{\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr}
3y & = & 0\\
\end{array}\right\}

El subespacio UU ya lo hemos estudiado antes. Para calcular la intersección U∩WU\cap W, construimos un sistema de ecuaciones con todas las ecuaciones de UU y las de WW. La intersección es el conjunto solución del sistema homogéneo resultante:

{2x+y+3z+t=0−z−t=03y=0\left\{\begin{array}{rrrrcr}
2x & + y & + 3z & + t & = & 0\\
 &  & -z & -t & = & 0\\
 & 3y &  &  & = & 0\\
\end{array}\right.

Aplicamos lo que hemos visto antes para estudiar este sistema.

Este sistema, resuelto por Gauss, nos da las siguientes expresiones paramétricas: (xyzt)=α(10−11)\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 = \alpha\left(\begin{array}{c}
1\\
0\\
-1\\
1
\end{array}\right)
{}

Por tanto, una base de U∩WU\cap W será: $$\mathcal{B}_{U\cap W} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
-1\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$

Y, así, dim(U∩W)=1\mathrm{dim}(U\cap W) = 1.





5.8 ¿Es la unión de subespacios un subespacio?

En general, no. La única forma en que la unión de dos subespacios sea también un subespacio es que uno esté contenido en el otro.



5.9 Cómo hallar la suma de dos subespacios vectoriales

Aparte de la intersección y de la unión de subespacios vectoriales, podemos definir una nueva operación:

Definición (Suma de subespacios)  Dados dos subespacios UU y WW de VV, se define su suma U+WU+W como el conjunto de vectores que son combinación lineal de un vector de UU y otro de WW.

Si, además, U∩W={0}U\cap W = \{0\} y U+W=VU+W = V, entonces se llama suma directa y se denota por U⊕WU\oplus W. Se dice entonces que UU es el subespacio suplementario de WW y viceversa.

El resultado teórico esencial es el siguiente:


Si ℬU\mathcal{B}_U y ℬW\mathcal{B}_W son bases de UU y WW respectivamente, entonces 𝒢=ℬU∪ℬW\mathcal{G} = \mathcal{B}_U \cup \mathcal{B}_W es un sistema generador de U+WU+W.



Por tanto, teniendo bases de UU y de WW, lo primero será unirlas para obtener un sistema generador de la suma. Después, usaremos la técnica para conseguir una base de un subespacio a partir de un sistema generador.



Ejemplo

Consideramos los mismos espacios UU y WW del ejemplo de la sección sobre intersección.

U={(xyzt)∈ℝ4:2x+y+3z+t=0−z−t=0}U = \left\{\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr}
2x+ y+ 3z+ t & = & 0\\
-z-t & = & 0\\
\end{array}\right\}W={(xyzt)∈ℝ4:3y=0}W = \left\{\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr}
3y & = & 0\\
\end{array}\right\}

Podemos aplicar la técnica para conseguir una base a partir de las ecuaciones cartesianas, y llegamos a las siguientes bases:

$$\mathcal{B}_{U} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
- {\left.{  1}\right/{ 2}}\\
1\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
-1\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$

$$\mathcal{B}_{W} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
0\\
1\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
0\\
0\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$

Ahora, tomando

$$\mathcal{G} = \mathcal{B}_{U} \cup \mathcal{B}_{W} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ -1\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

que es un sistema generador de la suma, podemos construir una base de U+WU+W eliminando los vectores de 𝒢\mathcal{G} que sean combinaciones lineales de los demás, lo cual requiere usar el método de Gauss para obtener la forma escalonada reducida de ese sistema de vectores.

De esta forma, encontramos una base de U+WU+W:

$$\mathcal{B}_{U + W} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
- {\left.{  1}\right/{ 2}}\\
1\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
-1\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
0\\
1\\
0
\end{array}
\right)
\right\}$$

Y, así, tenemos que dim(U+W)=4\mathrm{dim}(U+W) = 4.





5.10 Qué dice el teorema de la dimensión

Hay un resultado teórico que relaciona las dimensiones de dos subespacios UU y WW con las de su intersección y su suma:


Fórmula de Grassmann: dim(U+W)=dim(U)+dim(W)−dim(U∩W)\mathrm{dim}(U+W) = \mathrm{dim}(U) + \mathrm{dim}(W) - \mathrm{dim}(U\cap W).





Ejemplo

Si consideramos los espacios UU y WW que hemos usado como ejemplos en las secciones anteriores, podemos comprobar fácilmente el teorema de la dimensión:

dim(U+W)=dim(U)+dim(W)−dim(U∩V)4=2+3−1\begin{array}{ccccccc}
\mathrm{dim}(U+W) & = & \mathrm{dim}(U) & + & \mathrm{dim}(W) & - & \mathrm{dim}(U\cap V) \\
4 & = & 2 & + & 3 & - & 1 \\
\end{array}





5.11 Cómo calcular el subespacio suplementario de uno dado

Como hemos comentado antes, el subespacio suplementario de un subespacio UU es aquel WW que verifica:


	U∩W={0}U\cap W = \{0\}

	U⊕W=VU \oplus W = V



Supongamos que tenemos una base ℬU\mathcal{B}_U de UU. Para determinar WW, basta con que demos una forma de construir una base suya.

El primer paso será encontrar una forma sencilla para la base de UU. Realmente, queremos encontrar una base de UU a partir de la que ya tenemos, donde los vectores formen un sistema escalonado reducido. El método más indicado es usar Gauss-Jordan sobre la matriz que forman los vectores de ℬU\mathcal{B}_U por filas.

Una vez que tenemos la forma escalonada reducida, nos fijamos en qué posiciones se encuentran los pivotes en esa matriz, es decir, las posiciones del primer elemento distinto de cero de cada fila.

Tomamos entonces, para formar la base de WW, aquellos vectores de la base canónica que no tengan un 1 en esas posiciones. Los vectores así determinados nos dan la base de WW, el subespacio suplementario, pues nos aseguramos las dos propiedades mencionadas más arriba.



Ejemplo

Consideremos el subespacio UU cuya base es:

$$\mathcal{B}_U = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ -2\\ 0\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ -2\\ 0\\ -2 \end{array} \right) \right\}$$

Si no tuviéramos su base, sino que UU viene dado de otra forma, ya sabemos cómo encontrar la base.

Ponemos los vectores de la base de UU en filas y aplicamos el método de Gauss (o Gauss-Jordan) para encontrar la forma escalonada de la matriz:

$$\left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & -2 & 0 & -1\\ 0 & -2 & 0 & -2 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 0 & 1\\ 0 & -2 & 0 & -2 \end{array} \right) $$

Al inspeccionar la matriz escalonada, podemos ver que sus pivotes (primer elemento no nulo de cada fila) están en las columnas ({1, 2} ).

Consideramos la base canónica

$$\mathcal{C} = \{e_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Nos vamos a quedar con aquellos vectores de 𝒞\mathcal{C} que no tengan un 1 en las posiciones de los pivotes (({1, 2} )). De esta forma, lo que tenemos es una base de WW, el subespacio suplementario de UU:

$$\mathcal{B}_W = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$





5.12 Cómo calcular las coordenadas de un vector con respecto a una base dada

Un concepto importante es el de coordenadas de un vector, asociadas a una base ℬ\mathcal{B} del espacio vectorial VV.

Definición (Coordenadas)  Supongamos una base ℬ={v1,…,vn}\mathcal{B} = \{v_1,\ldots,v_n\} de VV. Las coordenadas de un vector vv son unos escalares α1,…,αn\alpha_1,\ldots,\alpha_n tales que podemos expresar vv como una combinación lineal de los vectores de la base con esos coeficientes:

v=α1v1+⋯+αnvnv = \alpha_1 v_1 + \cdots + \alpha_n v_n

Generalmente, como venimos haciendo desde el principio, estamos denotando e identificando a un vector con sus coordenadas, de forma que escribimos: v=(α1⋮αn)ℬv = \left(
\begin{array}{c}
\alpha_1\\
\vdots\\
\alpha_n
\end{array}
\right)_{\mathcal{B}}

Cuando la base ℬ\mathcal{B} es la canónica, no es necesario indicar el nombre de la base con respecto a la cual tomamos las coordenadas, a menos que lleve a confusión.

Dado un vector con sus coordenadas en la base canónica, ¿cómo puedo saber sus coordenadas en otra base ℬ\mathcal{B}? Tenemos dos vías, una que exploramos aquí y otra que veremos en la sección siguiente.

El determinar las coordenadas de un vector en una base distinta de la canónica es realmente equivalente a la resolución de un sistema de ecuaciones lineales, donde la matriz de coeficientes es la formada por los vectores de la nueva base por columnas.

Lo vemos directamente con un ejemplo.



Ejemplo

Consideremos el vector vv dado por sus coordenadas en la base canónica (−868−2)\left(\begin{array}{c}
-8\\
6\\
8\\
-2
\end{array}\right). Consideremos también la base:

$$\mathcal{B}_{1} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
1\\
1\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
0\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
1\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
1\\
1\\
-1
\end{array}
\right)
\right\}$$

Unos escalares a,b,c,da, b, c, d serán las coordenadas de vv en la base ℬ1\mathcal{B}_1 si se verifica:

(−868−2)=a(−1110)+b(010−1)+c(101−1)+d(−111−1)\left(\begin{array}{c}
-8\\
6\\
8\\
-2
\end{array}\right)
 = a\left(\begin{array}{c}
-1\\
1\\
1\\
0
\end{array}\right)
{}+b\left(\begin{array}{c}
0\\
1\\
0\\
-1
\end{array}\right)
{}+c\left(\begin{array}{c}
1\\
0\\
1\\
-1
\end{array}\right)
{}+d\left(\begin{array}{c}
-1\\
1\\
1\\
-1
\end{array}\right)
{}

que se puede reescribir como el siguiente sistema de ecuaciones lineales (donde la matriz de coeficientes resulta de poner los vectores de la base ℬ1\mathcal{B}_1 por columnas):

{−a+c−d=−8a+b+d=6a+c+d=8−b−c−d=−2\left\{\begin{array}{rrrrcr}
-a &  & + c & -d & = & -8\\
a & + b &  & + d & = & 6\\
a &  & + c & + d & = & 8\\
 & -b & -c & -d & = & -2\\
\end{array}\right.

Este sistema se puede resolver usando métodos Gaussianos, y nos da:

v=(abcd)ℬ1=(4−204)ℬ1 v = \left(\begin{array}{c} a\\ b\\ c\\ d \end{array}\right) _{\mathcal{B}_1} = \left(\begin{array}{c} 4\\ -2\\ 0\\ 4 \end{array}\right) _{\mathcal{B}_1}





5.13 Cómo calcular la matriz de cambio de base entre dos bases de un mismo espacio vectorial

Supongamos dos bases ℬ1\mathcal{B}_1 y ℬ2\mathcal{B}_2 de VV, y que tenemos un vector vv, expresado en coordenadas de ℬ1\mathcal{B}_1. Nos planteamos una forma sencilla de calcular las coordenadas del mismo vector vv respecto a la otra base ℬ2\mathcal{B}_2.

El principal resultado teórico en el que nos basamos (y del que alguna pincelada hemos dado en la sección anterior) es el que sigue:


La transformación de las coordenadas para un mismo vector vv entre dos bases ℬ1\mathcal{B}_1 y ℬ2\mathcal{B}_2 viene dada por la siguiente expresión:

[v]ℬ2=A[v]ℬ1[v]_{\mathcal{B}_2} = A [v]_{\mathcal{B}_1} donde AA es una matriz cuadrada formada por las coordenadas de cada vector de ℬ1\mathcal{B}_1 en la base ℬ2\mathcal{B}_2 y [v]ℬi[v]_{\mathcal{B}_i} indica las coordenadas de vv en la base ℬi\mathcal{B}_i.



Notación: A la matriz de cambio entre la base ℬ1\mathcal{B}_1 y ℬ2\mathcal{B}_2, se suele denotar por Pℬ1→ℬ2P_{\mathcal{B}_1 \to \mathcal{B}_2}.

Para calcular Pℬ1→ℬ2P_{\mathcal{B}_1 \to \mathcal{B}_2}, para cada vector de ℬ1\mathcal{B}_1 vamos a encontrar sus coordenadas en la base ℬ2\mathcal{B}_2.

Siguiendo las explicaciones acerca de cómo calcular coordenadas de un vector respecto de una base, queremos expresar cada viv_i como combinación lineal de los vi′v_i': vi=a1,iv1′+…+an,ivn′i=1,…,nv_i = a_{1,i}v_1'+\ldots+a_{n,i}v_n'\quad\,\,\ i = 1,\ldots,n

En este caso, los valores a1,i,…,a1,na_{1,i},\ldots,a_{1,n} son las coordenadas de viv_i en la base ℬ2\mathcal{B}_2, y podemos escribir, para todo i=1,…,ni=1,\ldots,n: [vi]ℬ2=(a1,i⋮an,i)[v_i]_{\mathcal{B}_2} = \left(\begin{array}{c}
a_{1,i}\\
\vdots\\
a_{n,i}
\end{array}\right)

Según el resultado anterior, la matriz de cambio de base A=Pℬ1→ℬ2A=P_{\mathcal{B}_1 \to \mathcal{B}_2} tendrá por columnas estas coordenadas previamente calculadas: A=([v1]ℬ2|…|[vn]ℬ2)A = ([v_1]_{\mathcal{B}_2}|\ldots|[v_n]_{\mathcal{B}_2})

Llamemos B1=(v1|v2|…|vn)B_1 = (v_1|v_2|\ldots|v_n) y B2=(v1′|v2′|…|vn′)B_2 = (v_1'|v_2'|\ldots|v_n') a las dos matrices que resultan de poner los vectores de las dos bases que tenemos, en forma de columna.

Entonces, resulta que la combinación lineal de más arriba que relaciona un viv_i con los vectores de ℬ2\mathcal{B}_2 mediante sus coordenadas se puede reescribir como: vi=B2[vi]ℬ2v_i = B_2\ [v_i]_{\mathcal{B}_2}

Si vamos concatenando los viv_i en la izquierda, hasta formar la matriz B1B_1, en la derecha debemos ir haciendo lo mismo con sus coordenadas en la base ℬ2\mathcal{B}_2, y entonces tenemos: (v1|v2|…|vn)=B2([v1]ℬ2|[v2]ℬ2…|[vn]ℬ2)(v_1|v_2|\ldots|v_n) = B_2\  ([v_1]_{\mathcal{B}_2}|[v_2]_{\mathcal{B}_2}\ldots|[v_n]_{\mathcal{B}_2}) es decir, B1=B2Pℬ1→ℬ2B_1 = B_2\ P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{B}_2}

Como nos interesa una forma fácil de calcular Pℬ1→ℬ2P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{B}_2}, podemos despejarla de la expresión anterior, luego tenemos Pℬ1→ℬ2=B2−1B1P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{B}_2} = B_2^{-1}\ B_1.

El método práctico para calcular esta matriz de cambio de base, por tanto, será usar Gauss-Jordan, comenzando por la matriz (B2|B1)(B_2|B_1) hasta dejarla en la forma (In|A)(I_n|A). En ese momento, en la derecha, tendremos A=Pℬ1→ℬ2A=P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{B}_2}.

Una vez que tenemos determinada la matriz A=Pℬ1→ℬ2A = P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{B}_2} que nos proporciona el cambio de base entre ℬ1\mathcal{B}_1 y ℬ2\mathcal{B}_2, el cambio inverso, es decir, entre ℬ2\mathcal{B}_2 y ℬ1\mathcal{B}_1, tiene como matriz asociada A−1A^{-1}. Recordemos que la inversa de una matriz AA se puede calcular mediante el método de Gauss-Jordan, comenzando por (A|In)(A|I_n) y reduciéndola a la forma (In|A−1)(I_n|A^{-1}).

Caso particular: Cambio de base a y desde la base canónica

Supongamos que una de las bases, por ejemplo ℬ2=𝒞\mathcal{B}_2 = \mathcal{C} es la base canónica. La matriz que forman sus vectores por columna en este caso sería B2=InB_2 = I_n, la identidad.

Aplicando lo desarrollado, tendríamos que la matriz de cambio de base de ℬ1\mathcal{B}_1 a la canónica es: Pℬ1→𝒞=Pℬ1→ℬ2=B2−1B1=InB1=B1P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{C}} = P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{B}_2} = B_2^{-1}\ B_1 = I_n \ B_1 = B_1.

Y entonces P𝒞→ℬ1=Pℬ2→ℬ1=B1−1B2=B1−1In=B1−1P_{\mathcal{C}\to\mathcal{B}_1} = P_{\mathcal{B}_2\to\mathcal{B}_1} = B_1^{-1}\ B_2 = B_1^{-1}\ I_n = B_1^{-1}.



Ejemplo

Consideremos dos bases:

$$\mathcal{B}_{1} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
1\\
1\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
0\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
1\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
1\\
1\\
-1
\end{array}
\right)
\right\}$$$$\mathcal{B}_{2} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
1\\
2\\
2
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
2\\
0\\
1\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
2\\
2\\
2\\
2
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
1\\
2\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$

Vamos a hallar la matriz del cambio de base entre ambas bases, en ambos sentidos.

Comenzamos por hallar la matriz AA de cambio de base de ℬ1\mathcal{B}_1 a ℬ2\mathcal{B}_2.

Construimos las matrices que tienen los vectores de ℬ1\mathcal{B}_1 y ℬ2\mathcal{B}_2 por columnas:

$$B_1 = \left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 1 & -1\\ 1 & 1 & 0 & 1\\ 1 & 0 & 1 & 1\\ 0 & -1 & -1 & -1 \end{array} \right) $$$$B_2 = \left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & 2 & 2 & 1\\ 1 & 0 & 2 & 1\\ 2 & 1 & 2 & 2\\ 2 & 1 & 2 & 1 \end{array} \right) $$

Como se ha mencionado antes, para hallar AA, podemos hacer Gauss-Jordan sobre (B2|B1)(B_2|B_1) hasta llegar a (In|A)(I_n|A):

$$\left( \begin{array}{cccc|cccc} 1 & 2 & 2 & 1 & -1 & 0 & 1 & -1\\ 1 & 0 & 2 & 1 & 1 & 1 & 0 & 1\\ 2 & 1 & 2 & 2 & 1 & 0 & 1 & 1\\ 2 & 1 & 2 & 1 & 0 & -1 & -1 & -1 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc|cccc} 1 & 0 & 0 & 0 & 0 & - {\left.{  3}\right/{ 2}} & - {\left.{  3}\right/{ 2}} & -1\\ 0 & 1 & 0 & 0 & -1 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & -1\\ 0 & 0 & 1 & 0 & 0 & {\left.{  3}\right/{ 4}} & - {\left.{  1}\right/{ 4}} & 0\\ 0 & 0 & 0 & 1 & 1 & 1 & 2 & 2 \end{array} \right) $$

Luego

$$P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{B}_2} = \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & - {\left.{  3}\right/{ 2}} & - {\left.{  3}\right/{ 2}} & -1\\ -1 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & -1\\ 0 & {\left.{  3}\right/{ 4}} & - {\left.{  1}\right/{ 4}} & 0\\ 1 & 1 & 2 & 2 \end{array} \right) $$

Para el camino contrario, pasar de coordenadas en ℬ2\mathcal{B}_2 a coordenadas en ℬ1\mathcal{B}_1, hacemos la inversa de la matriz anterior (aunque podríamos haber aplicado el mismo razonamiento inicial):

$$\left( \begin{array}{cccc|cccc} 0 & - {\left.{  3}\right/{ 2}} & - {\left.{  3}\right/{ 2}} & -1 & 1 & 0 & 0 & 0\\ -1 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & -1 & 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & {\left.{  3}\right/{ 4}} & - {\left.{  1}\right/{ 4}} & 0 & 0 & 0 & 1 & 0\\ 1 & 1 & 2 & 2 & 0 & 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc|cccc} 1 & 0 & 0 & 0 & {\left.{  9}\right/{ 2}} & {\left.{  5}\right/{ 2}} & 6 & {\left.{  7}\right/{ 2}}\\ 0 & 1 & 0 & 0 & {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 2 & {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0 & 0 & 1 & 0 & {\left.{  3}\right/{ 2}} & {\left.{  3}\right/{ 2}} & 2 & {\left.{  3}\right/{ 2}}\\ 0 & 0 & 0 & 1 & -4 & -3 & -6 & -3 \end{array} \right) $$

De esta forma

$$P_{\mathcal{B}_2\to\mathcal{B}_1} = \left( \begin{array}{cccc@{}} {\left.{  9}\right/{ 2}} & {\left.{  5}\right/{ 2}} & 6 & {\left.{  7}\right/{ 2}}\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 2 & {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ {\left.{  3}\right/{ 2}} & {\left.{  3}\right/{ 2}} & 2 & {\left.{  3}\right/{ 2}}\\ -4 & -3 & -6 & -3 \end{array} \right) $$

Para completar el ejemplo, vemos el cambio de base entre ℬ1\mathcal{B}_1 y 𝒞\mathcal{C}:

$$P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{C}} = B_1 = \left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 1 & -1\\ 1 & 1 & 0 & 1\\ 1 & 0 & 1 & 1\\ 0 & -1 & -1 & -1 \end{array} \right) $$

Y entre 𝒞\mathcal{C} y ℬ1\mathcal{B}_1 (calculando la inversa de B1B_1 usando Gauss-Jordan):

$$P_{\mathcal{C}\to\mathcal{B}_1} = B_1^{-1} = \left( \begin{array}{cccc@{}} {\left.{  1}\right/{ 2}} & 1 & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 1\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} & 1 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0 & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0\\ -1 & -1 & 0 & -1 \end{array} \right) $$
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6 Aplicaciones lineales

Consideremos dos espacios vectoriales VV y WW sobre el mismo cuerpo 𝕂\mathbb{K}, y una aplicación f:V→Wf:V\to W entre ellos.

Diremos que ff es una aplicación lineal si verifica las siguientes dos condiciones:


	f(v1+v2)=f(v1)+f(v2)f(v_1 + v_2) = f(v_1) + f(v_2) para todo v1,v2∈Vv_1, v_2\in V.

	f(c⋅v)=c⋅f(v)f(c\cdot v) = c\cdot f(v) para todo c∈𝕂,v∈Vc\in\mathbb{K},\,v\in V.



Una aplicación lineal cuyo dominio y codominio sean iguales (V=WV = W) se llama endomorfismo.



Ejemplo

Existen muchos ejemplos de aplicaciones lineales:


	La aplicación 0, la identidad… son aplicaciones lineales de forma trivial.

	Las rotaciones de vectores en ℝn\mathbb{R}^n son aplicaciones lineales.

	Sobre el espacio vectorial 𝒞([a,b])\mathcal{C}([a, b]) de funciones continuas y derivables en un intervalo [a,b][a, b], tanto el operador derivada f→f′f\to f' como el operador integral f→∫abff \to \int_a^b f, son aplicaciones lineales.





¿Qué preguntas vamos a responder en este capítulo?


	¿Qué propiedades básicas tienen las aplicaciones lineales?

	¿Cuál es la matriz asociada a una aplicación lineal en unas bases dadas?

	¿Cómo influye un cambio de base en la matriz asociada a una aplicación lineal?

	¿Qué es y cómo determinar el núcleo de una aplicación lineal?

	¿Cómo podemos identificar una aplicación lineal inyectiva?

	¿Cómo calcular el subespacio imagen de una aplicación lineal?

	¿Cómo identificar si una aplicación lineal es sobreyectiva?

	¿Qué es un isomorfismo?

	¿Cómo determinar la imagen de un subespacio vectorial?

	¿A qué se llama rango y nulidad de la aplicación lineal?

	¿Qué dice el teorema de la dimensión para núcleo e imagen?




6.1 Qué propiedades básicas tienen las aplicaciones lineales

Vamos a revisar aquí algunas de las propiedades básicas de las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales.

Consideremos una aplicación lineal f:V→Wf:V\to W.



	f(0V)=0Wf(0_V) = 0_W

	f(−v)=−f(v),v∈Vf(-v) = -f(v),\quad v\in V

	f(v1−v2)=f(v1)−f(v2),v1,v2∈Vf(v_1 - v_2) = f(v_1) - f(v_2),\quad v_1, v_2\in V

	f(α1v1+…αnvn)=α1f(v1)+…+αnf(vn),αi∈𝕂,vi∈Vf(\alpha_1 v_1 + \ldots \alpha_n v_n) = \alpha_1 f(v_1) + \ldots + \alpha_n f(v_n),\quad \alpha_i\in\mathbb{K},v_i\in V





Además:



	Si UU es un subespacio de VV, entonces f(U)f(U) es un subespacio de WW. Análogamente, si SS es subespacio de WW, su preimagen f−1(S)f^{-1}(S) es también un subespacio de VV.

	Si 𝒢={u1,…,um}\mathcal{G} = \{u_1,\ldots,u_m\} es un sistema generador de un subespacio UU de VV, entonces f(𝒢)={f(u1),…,f(um)}f(\mathcal{G}) = \{f(u_1),\ldots,f(u_m)\} es un sistema generador de f(U)f(U).





Y, por último,


Si f:V→Wf:V \to W y g:W→Ug:W \to U son dos aplicaciones lineales, entonces su composición g∘f:V→Ug \circ f :V \to U también es una aplicación lineal.





6.2 Cuál es la matriz asociada a una aplicación lineal en unas bases dadas


Si tenemos una matriz A∈ℳmn(ℝ)A\in \mathcal{M}_{mn}(\mathbb{R}), podemos definir una aplicación lineal fAf_A entre ℝn\mathbb{R}^n y ℝm\mathbb{R}^m de la forma:

fA(v)=A⋅v,v∈ℝnf_A(v) = A\cdot v,\quad v\in\mathbb{R}^n



En este resultado, podemos cambiar el cuerpo ℝ\mathbb{R} de los números reales por cualquier otro cuerpo.

Este resultado nos habla de una forma de construir aplicaciones lineales, mediante el producto por una matriz que tenga las dimensiones adecuadas.

Un resultado más interesante es el siguiente, que nos dice que TODA aplicación lineal viene definida por el producto con una matriz:


Matriz asociada a una aplicación lineal: Sea f:V→Wf:V\to W una aplicación lineal. Fijemos dos bases ℬV\mathcal{B}_V y ℬW\mathcal{B}_W en dichos espacios, respectivamente. Entonces existe una matriz A∈ℳmn(ℝ)A\in\mathcal{M}_{mn}(\mathbb{R}) tal que si w=f(v)w = f(v) entonces [w]ℬW=A⋅[v]ℬV[w]_{\mathcal{B}_W} = A\cdot [v]_{\mathcal{B}_V} para todo v∈Vv\in V.



Esto significa que, fijando las bases, podemos encontrar una matriz AA de forma que para calcular la imagen de un vector v∈Vv\in V, basta con tomar sus coordenadas en la base ℬV\mathcal{B}_V, que representamos por [v]ℬV[v]_{\mathcal{B}_V}, y multiplicarlas por AA, para obtener las coordenadas de f(v)f(v) en la base correspondiente del codominio WW, las cuales se denotan por [f(v)]ℬW[f(v)]_{\mathcal{B}_W}.

Definición (Matriz asociada a aplicación lineal)  A la matriz AA que nos proporciona este resultado la llamamos matriz asociada a ff en las bases ℬV\mathcal{B}_V y ℬW\mathcal{B}_W.

Hay que notar que la matriz AA está determinada siempre y cuando fijemos las dos bases antes dichas.

Pero, ¿cómo determinamos la matriz AA?

Necesitamos fijar las dos bases de antemano: ℬV={v1,…,vn}\mathcal{B}_V = \{v_1,\ldots,v_n\} ℬW={w1,…,wm}\mathcal{B}_W = \{w_1,\ldots,w_m\}

El procedimiento general para construir la matriz AA es el que sigue. Para determinar la columna jj-ésima de AA:


	Tomamos el vector jj-ésimo de la base de VV: vjv_j.

	Calculamos su imagen yj=f(vj)y_j = f(v_j).

	Calculamos las coordenadas de yjy_j en la base ℬW\mathcal{B}_W. [yj]ℬW=(a1,ja2,j⋮am,j)⇔yj=a1,jw1+a2,jw2+…+am,jwm[y_j]_{\mathcal{B}_W} = \left(
\begin{array}{c}
a_{1, j}\\
a_{2, j}\\
\vdots\\
a_{m, j}
\end{array}
\right) \Leftrightarrow
y_j = a_{1,j} w_1 + a_{2,j}w_2 + \ldots + a_{m, j} w_m

	Esas coordenadas son la columna jj de la matriz AA.



Vamos a pasar todo esto a notación matricial, para encontrar una forma cómoda de resolver este problema.

Llamemos B2B_2 a la matriz formada, por columnas, por las coordenadas de los vectores de ℬW\mathcal{B}_W en la base canónica: B2=(w1|w2|…|wm)B_2 = \left(w_1|w_2|\ldots|w_m\right).

Llamamos Y=(y1|y2|…|yn)=(f(v1)|f(v2)|…|f(vn))Y = \left(y_1|y_2|\ldots|y_n\right) = \left(f(v_1)|f(v_2)|\ldots|f(v_n)\right).

Entonces, la expresión anterior se puede escribir matricialmente como Y=B2⋅AY = B_2\cdot A, siendo AA la matriz asociada a la aplicación lineal. Por tanto, podemos despejar A=B2−1YA = B_2^{-1} Y.

Por tanto, para calcular AA de forma directa, podemos realizar Gauss-Jordan partiendo de (B2|Y)(B_2 | Y ) hasta lograr (Im|A)(I_m | A).

Caso particular: Base canónica en VV y WW

En este caso, la matriz asociada a la aplicación lineal es A=Y=(f(v1)|f(v2)|…|f(vn))A = Y = \left(f(v_1)|f(v_2)|\ldots|f(v_n)\right) puesto que los vectores de la base canónica puestos por columnas forman la matriz identidad.

De hecho, en la situación de la base canónica, lo más rápido es fijarse en los coeficientes de cada una de las variables x,y,z,…x,y,z,\ldots o x1,x2,…x_1,x_2,\ldots, según sea el caso, y ponerlos por columnas. Así, para formar la matriz AA asociada a la aplicación lineal, tomaríamos como primera columna los coeficientes de la xx, en la segunda, los coeficientes de la yy, y así sucesivamente con el resto de variables.



Ejemplo

Consideremos la aplicación f:V=ℝ4→W=ℝ3f:V=\mathbb{R}^{4}\to W=\mathbb{R}^{3} dada por:

f(xyzt)=(−x−2y−z+t2x+2y−z+tx+y+z+2t)f \left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
  = \left( \begin{array}{c}
-x-2y-z+ t\\
2x+ 2y-z+ t\\
x+ y+ z+ 2t\\
\end{array} \right)

Como hemos visto, para encontrar su matriz asociada en las bases canónicas de vv y WW, basta con mirar los coeficientes de x,y,…x,y,\ldots, y ponerlos por columnas:

A=(−1−2−1122−111112)A =  \left(\begin{array}{cccc}
-1 & -2 & -1 & 1\\
2 & 2 & -1 & 1\\
1 & 1 & 1 & 2
\end{array}\right)
 

Esto significa que si tenemos un vector v∈Vv\in V expresado en coordenadas en la base canónica, entonces f(v)=Avf(v) = A\ v, también expresado en las coordenadas canónicas de WW.

Consideremos ahora dos bases distintas de la canónica tanto en VV como WW:

$$\mathcal{B}_{1} = \{v_i\} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
1\\
1\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
-1\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
1\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
1\\
1\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$$$\mathcal{B}_{2} = \{w_i\} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
2\\
0\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
2\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
1\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$

Vamos a calcular la matriz A′A' asociada a ff en estas dos bases. Debemos calcular:

Y=(f(v1)|…|f(vn))Y= (f(v_1)|\ldots|f(v_n)) B2=(w1|…|wm)B_2 = (w_1|\ldots|w_m)

Aplicando ff sucesivamente a los vectores de ℬ1\mathcal{B}_1, tenemos que

$$Y = \left( \begin{array}{cccc@{}} -5 & 2 & -1 & -3\\ 2 & -2 & 0 & 4\\ 1 & -1 & 0 & 5 \end{array} \right) $$

y

$$B_2 = \left( \begin{array}{ccc@{}} 2 & 1 & 1\\ 0 & 2 & 1\\ 1 & 0 & 1 \end{array} \right) $$

Luego podemos obtener A′A' como B2−1YB_2^{-1} Y, que resolvemos por Gauss-Jordan:

$$\left( \begin{array}{ccc|cccc} 2 & 1 & 1 & -5 & 2 & -1 & -3\\ 0 & 2 & 1 & 2 & -2 & 0 & 4\\ 1 & 0 & 1 & 1 & -1 & 0 & 5 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{ccc|cccc} 1 & 0 & 0 & - {\left.{  13}\right/{ 3}} & {\left.{  7}\right/{ 3}} & - {\left.{  2}\right/{ 3}} & -5\\ 0 & 1 & 0 & - {\left.{  5}\right/{ 3}} & {\left.{  2}\right/{ 3}} & - {\left.{  1}\right/{ 3}} & -3\\ 0 & 0 & 1 & {\left.{  16}\right/{ 3}} & - {\left.{  10}\right/{ 3}} & {\left.{  2}\right/{ 3}} & 10 \end{array} \right) $$

Y de aquí que la nueva matriz, asociada a ff en las nuevas bases, sea:

$$A' = \left( \begin{array}{cccc@{}} - {\left.{  13}\right/{ 3}} & {\left.{  7}\right/{ 3}} & - {\left.{  2}\right/{ 3}} & -5\\ - {\left.{  5}\right/{ 3}} & {\left.{  2}\right/{ 3}} & - {\left.{  1}\right/{ 3}} & -3\\ {\left.{  16}\right/{ 3}} & - {\left.{  10}\right/{ 3}} & {\left.{  2}\right/{ 3}} & 10 \end{array} \right) $$





6.3 Cómo influye un cambio de base en la matriz asociada a una aplicación lineal

Supongamos que tenemos una aplicación lineal f:V→Wf:V\to W y que tenemos prefijadas unas bases ℬV\mathcal{B}_V y ℬW\mathcal{B}_W y, por tanto, tenemos determinada la matriz AA, asociada a ff en esas bases.

Consideremos unas nuevas bases ℬ′V\mathcal{B}'_V y ℬ′W\mathcal{B}'_W y nos preguntamos cuál será la matriz A′A' asociada a ff en dichas bases.

Para saber hallar A′A', nos basamos en dos resultados teóricos.

El primero de ellos nos relaciona los cambios de base con las aplicaciones lineales:


Cambio de base como aplicación lineal: Un cambio de base entre dos bases ℬV\mathcal{B}_V y ℬ′V\mathcal{B}'_V en un espacio vectorial VV se corresponde con la aplicación lineal identidad idV:V→V\mathrm{id}_V:V \to V, donde en el dominio hemos considerado la base ℬV\mathcal{B}_V y en el codominio la base ℬ′V\mathcal{B}'_V. Además, la matriz asociada a idV\mathrm{id}_V en esta situación es justo la del cambio de base PℬV→ℬ′VP_{\mathcal{B}_V \to \mathcal{B}'_V}.



Es decir, podemos considerar que un cambio de base no es más que la aplicación de la función identidad en el espacio vectorial, donde en dominio y codominio hemos considerado bases distintas.

El otro resultado teórico nos relaciona la composición de aplicaciones lineales (que es de nuevo una aplicación lineal) con sus matrices asociadas:


Composición de aplicaciones lineales: Si f:V→Wf: V \to W y g:W→Ug:W \to U son dos aplicaciones lineales, con matrices asociadas AfA_f y AgA_g, respectivamente, habiendo fijado bases en VV, WW y UU, entonces la aplicación lineal composición de ff y gg, g∘f:V→Ug\circ f:V\to U, tiene como matriz asociada a Ag∘f=Ag⋅AfA_{g \circ f} = A_g \cdot A_f.



Luego si componemos dos aplicaciones lineales, habiendo fijado bases en cada caso, la matriz asociada a la composición es el producto de las matrices individuales.

Con estos dos resultados, ya estamos en condiciones de estudiar cómo influye un cambio de base en la matriz de la aplicación lineal.

Veamos el siguiente esquema, donde denotamos VℬV_{\mathcal{B}} que estamos considerando la base ℬ\mathcal{B} en el espacio VV: Vℬ′V→idVVℬV→fWℬW→idWWℬ′WPℬ′V→ℬVAPℬW→ℬ′W
\begin{array}{ccccccc}
V_{\mathcal{B}'_V} &
\xrightarrow{\mathrm{id}_V} & V_{\mathcal{B}_V} & \xrightarrow{f} & W_{\mathcal{B}_W} & \xrightarrow{\mathrm{id}_W} & W_{\mathcal{B}'_W} \\
 & P_{\mathcal{B}'_V \to \mathcal{B}_V} & & A & & P_{\mathcal{B}_W \to \mathcal{B}'_W} & \\
\end{array}


Llamemos, por comodidad, P=Pℬ′V→ℬVP = P_{\mathcal{B}'_V \to \mathcal{B}_V} y Q=PℬW→ℬ′WQ = P_{\mathcal{B}_W \to \mathcal{B}'_W}. Recordemos que tanto PP como QQ se pueden calcular de forma sencilla.

De esta forma, vemos que si fijamos las nuevas bases, entonces la aplicación ff resultante equivale a la ff anterior, a la que precedemos y sucedemos con la aplicación identidad dentro de VV y WW, respectivamente, puesto que f=idW∘f∘idVf = \mathrm{id}_W\circ f \circ \mathrm{id}_V.

Teniendo en cuenta los resultados teóricos anteriores, esto quiere decir que A′=QAPA' = Q\ A\ P.

Como consecuencia, tenemos además que


Todas las matrices asociadas a una misma aplicación lineal ff en distintas bases son equivalentes.





Ejemplo

Continuemos con el ejemplo de la sección anterior. Sabemos que la aplicación ff allí definida tenía por matriz asociada:

$$A = \left( \begin{array}{cccc@{}} - {\left.{  13}\right/{ 3}} & {\left.{  7}\right/{ 3}} & - {\left.{  2}\right/{ 3}} & -5\\ - {\left.{  5}\right/{ 3}} & {\left.{  2}\right/{ 3}} & - {\left.{  1}\right/{ 3}} & -3\\ {\left.{  16}\right/{ 3}} & - {\left.{  10}\right/{ 3}} & {\left.{  2}\right/{ 3}} & 10 \end{array} \right) $$

Consideremos ahora dos bases distintas tanto en VV como WW:

$$\mathcal{B}'_{1} =\left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
0\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
1\\
-1\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
1\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
0\\
0\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$$$\mathcal{B}'_{2} =\left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
2\\
1\\
2
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
2\\
0\\
2
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
2\\
2
\end{array}
\right)
\right\}$$

Vamos a aplicar lo anterior para encontrar la matriz A′A' asociada a ff en las nuevas bases.

Para ello, sabemos que A′=QAPA' = Q\ A\ P, donde PP es la matriz de cambio de base de ℬ′1\mathcal{B}'_1 a ℬ1\mathcal{B}_1 y QQ es el cambio de ℬ2\mathcal{B}_2 a ℬ′2\mathcal{B}'_2.

Si llamamos B1B_1, B′1B'_1, B2B_2 y B′2B'_2 a las matrices que resultan de poner por columnas los vectores de ℬ1\mathcal{B}_1, ℬ′1\mathcal{B}'_1, ℬ2\mathcal{B}_2 y ℬ′2\mathcal{B}'_2, respectivamente, podemos calcular PP y QQ de la siguiente manera, según ya hemos visto: P=B1−1B′1,Q=B′2−1B2P = B_1^{-1}\ B'_1,\quad\quad Q = {B'_2}^{-1}\ B_2

Hacemos Gauss-Jordan partiendo de (B1|B′1)(B_1 | B'_1) hasta llegar a (In|P)(I_n | P), y partiendo de (B′2|B2)(B'_2 | B_2) hasta (Im|Q)(I_m | Q), obteniendo:

$$P = \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0 & - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 1 & -4 & 1 & -1\\ 1 & -2 & 1 & -1\\ 0 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & 1 & {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right) ,\quad\quad\ Q = \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 3 & 1\\ 0 & - {\left.{  5}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0 \end{array} \right) $$

De ahí:

$$\begin{array}{rcl}A' & = & Q\ A\ P = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 3 & 1\\ 0 & - {\left.{  5}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0 \end{array} \right) \left( \begin{array}{cccc@{}} - {\left.{  13}\right/{ 3}} & {\left.{  7}\right/{ 3}} & - {\left.{  2}\right/{ 3}} & -5\\ - {\left.{  5}\right/{ 3}} & {\left.{  2}\right/{ 3}} & - {\left.{  1}\right/{ 3}} & -3\\ {\left.{  16}\right/{ 3}} & - {\left.{  10}\right/{ 3}} & {\left.{  2}\right/{ 3}} & 10 \end{array} \right) \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0 & - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 1 & -4 & 1 & -1\\ 1 & -2 & 1 & -1\\ 0 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & 1 & {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right)  = \\ & = & \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 2 & -4 & 0\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} & -3 & 3 & 0\\ -1 & {\left.{  3}\right/{ 2}} & 3 & {\left.{  3}\right/{ 2}} \end{array} \right) \\\end{array}$$





6.4 Qué es y cómo determinar el núcleo de una aplicación lineal

Definición (Núcleo de una aplicación lineal)  Llamamos núcleo de una aplicación lineal f:V→Wf:V \to W, y lo denotamos por Kerf\mathrm{Ker}\ f, al conjunto de aquellos vectores v∈Vv\in V tales que f(v)=0Wf(v) = 0_W:

Kerf={v∈V:f(v)=0W}\mathrm{Ker}\ f = \{v\in V:f(v) = 0_W\}

El primer resultado teórico interesante es:


Kerf≠⌀\mathrm{Ker}\ f \ne\varnothing, puesto que, al menos, 0V∈Kerf0_V\in\mathrm{Ker}\ f, como hemos visto antes.



Podemos decir todavía más:


El núcleo es un subespacio: Dada una aplicación lineal f:V→Wf:V\to W, su núcleo Kerf\mathrm{Ker}\ f es un subespacio vectorial de VV.



Por tanto, para operar con el núcleo, podemos hacerlo como hemos visto en el capítulo acerca de espacios vectoriales: podemos calcular un sistema generador, determinar una base y su dimensión.

¿Qué relación tiene el núcleo de ff con su matriz asociada?

Supongamos que fijamos las bases en VV y WW y que la matriz asociada a ff en esas bases es AA.

Entonces, si v∈Vv\in V está en el núcleo, será que f(v)=0Wf(v) = 0_W, luego las coordenadas de f(v)f(v) en la base de WW son todas cero: [f(v)]ℬW=0[f(v)]_{\mathcal{B}_W} = 0.

Pero como conocemos la matriz asociada a ff, entonces sabemos que [f(v)]ℬW=A[v]ℬV[f(v)]_{\mathcal{B}_W} = A\ [v]_{\mathcal{B}_V}.

En resumen, v∈Kerfv\in\mathrm{Ker}\ f si, y sólo si A[v]ℬV=0A\ [v]_{\mathcal{B}_V} = 0, es decir, si y sólo si las coordenadas de vv son solución del sistema de ecuaciones lineales homogéneo Ax=0Ax = 0.


Kerf\mathrm{Ker}\ f coincide con el subespacio de las soluciones del sistema Ax=0Ax = 0.



Esto también implica que las ecuaciones cartesianas de Kerf\mathrm{Ker}\ f son Ax=0Ax = 0. Por tanto, podemos aplicar lo que ya hemos visto para calcular una base del núcleo de ff.



Ejemplo

Seguimos con el ejemplo de la aplicación f:V=ℝ4→W=ℝ3f:V=\mathbb{R}^{4}\to W=\mathbb{R}^{3} dada por:

f(xyzt)=(−x−2y−z+t2x+2y−z+tx+y+z+2t)f \left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
  = \left( \begin{array}{c}
-x-2y-z+ t\\
2x+ 2y-z+ t\\
x+ y+ z+ 2t\\
\end{array} \right)

Como hemos visto, su matriz asociada es:

A=(−1−2−1122−111112)A =  \left(\begin{array}{cccc}
-1 & -2 & -1 & 1\\
2 & 2 & -1 & 1\\
1 & 1 & 1 & 2
\end{array}\right)
 

Usamos esa matriz AA para construir el sistema homogéneo:

−x−2y−z+t=02x+2y−z+t=0x+y+z+2t=0\begin{array}{rrrrcr} -x & -2y & -z & + t & = & 0\\ 2x & + 2y & -z & + t & = & 0\\ x & + y & + z & + 2t & = & 0\\ \end{array}

que se corresponde con las ecuaciones cartesianas de Kerf\mathrm{Ker}\ f (podíamos haber hecho directamente f(v)=0f(v) = 0 usando la definición de ff).

Usaremos lo que hemos visto ya para convertir esas ecuaciones a forma paramétrica (usando eliminación Gaussiana), y así conseguir un sistema generador y una base:

−x−2y−z+t=02x+2y−z+t=0x+y+z+2t=0⇔(xyzt)=α(−43−11)\begin{array}{rrrrcr} -x & -2y & -z & + t & = & 0\\ 2x & + 2y & -z & + t & = & 0\\ x & + y & + z & + 2t & = & 0\\ \end{array}\Leftrightarrow\ \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} -4\\ 3\\ -1\\ 1 \end{array}\right) {}

Luego

$$\mathcal{B}_{\mathrm{Ker}\ f} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -4\\ 3\\ -1\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$





6.5 Cómo podemos identificar una aplicación lineal inyectiva

Recordemos que una aplicación f:X→Yf:X\to Y es inyectiva si y sólo si f(x1)≠f(x2)f(x_1)\ne f(x_2) siempre que x1≠x2x_1\ne x_2, con x1,x2∈Xx_1, x_2\in X.

Hay una forma de caracterizar las aplicaciones lineales inyectivas:


Caracterización de la inyectividad: La aplicación lineal f:V→Wf:V\to W es inyectiva si, y sólo si, Kerf={0}\mathrm{Ker}\ f = \{0\}, es decir, si y sólo si dim(Kerf)=0\mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) = 0.



Un resultado interesante nos presenta una relación entre la inyectividad de ff y las dimensiones de los espacios VV y WW:


Si la aplicación lineal f:V→Wf:V\to W es inyectiva, entonces se verifica que dim(V)≤dim(W)\mathrm{dim}(V)\le\mathrm{dim}(W).



El recíproco no es cierto, no siempre que tengamos dim(V)≤dim(W)\mathrm{dim}(V)\le\mathrm{dim}(W) la aplicación puede ser inyectiva. Por ejemplo, la aplicación cero 0:ℝ2→ℝ30:\mathbb{R}^2\to\mathbb{R}^3, que asocia a todo vector el vector 0 del codominio, no puede ser inyectiva, a pesar de que la dimensión del dominio es menor que la del codominio.

Podemos decir todavía algún resultado teórico que nos proporciona más información acerca de cómo identificar aplicaciones lineales inyectivas:


Una aplicación f:V→Wf:V\to W es inyectiva si, y sólo si, la imagen de todo sistema linealmente independiente es también un sistema linealmente independiente.




Si VV es de dimensión finita, entonces la aplicación lineal f:V→Wf:V\to W es inyectiva si, y sólo si, dim(V)=dim(Imf)\mathrm{dim}(V) = \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f)





Ejemplo

En el ejemplo de la sección anterior, tenemos que dim(Kerf)=1\mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) = 1, luego ff no es inyectiva, ya que en ese caso debería ser dim(Kerf)=0\mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) = 0.

Consideremos otra aplicación g:ℝ4→ℝ4g:\mathbb{R}^{4}\to \mathbb{R}^{4} dada por:

$$g \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \left( \begin{array}{cccc@{}} 6 & 1 & 2 & -1\\ -1 & 5 & -1 & -1\\ 2 & -2 & 7 & -2\\ 2 & 2 & 0 & 7 \end{array} \right) \ \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \left(\begin{array}{c} 6x+ y+ 2z-t\\ -x+ 5y-z-t\\ 2x-2y+ 7z-2t\\ 2x+ 2y+ 7t\\ \end{array}\right)$$

Podemos estudiar su núcleo para comprobar si es inyectiva:

Kerg={(xyzt)∈ℝ4:6x+y+2z−t=0−x+5y−z−t=02x−2y+7z−2t=02x+2y+7t=0}\mathrm{Ker}\ g =\left\{\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr} 6x+ y+ 2z-t & = & 0\\ -x+ 5y-z-t & = & 0\\ 2x-2y+ 7z-2t & = & 0\\ 2x+ 2y+ 7t & = & 0\\ \end{array}\right\}

Resolvemos el sistema homogéneo para llegar a que

{6x+y+2z−t=0−x+5y−z−t=02x−2y+7z−2t=02x+2y+7t=0⇒(xyzt)=(0000)\left\{\begin{array}{rrrrcr} 6x & + y & + 2z & -t & = & 0\\ -x & + 5y & -z & -t & = & 0\\ 2x & -2y & + 7z & -2t & = & 0\\ 2x & + 2y &  & + 7t & = & 0\\ \end{array}\right.\Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \left(\begin{array}{c} 0\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array}\right) 

Luego Kerg={0}\mathrm{Ker}\ g=\{0\}, y así gg es inyectiva.





6.6 Cómo calcular el subespacio imagen de una aplicación lineal

Definición (Imagen de una aplicación lineal)  Llamamos imagen de la aplicación lineal f:V→Wf:V\to W a: Imf={w∈W:existe v∈V con f(v)=w}=f(V)\mathrm{Im}\ f = \{w\in W: \text{existe }v\in V \text{ con }f(v) = w\} = f(V)

Análogamente a lo que pasaba con el núcleo de una aplicación lineal, tenemos:


La imagen es un subespacio vectorial: Si f:V→Wf:V\to W es una aplicación lineal, entonces Imf\mathrm{Im}\ f es un subespacio vectorial de WW.



Por tanto, podemos estudiarlo con todas las herramientas que conocemos.

¿Cómo calculamos Imf\mathrm{Im}\ f?

Recordemos que si 𝒢\mathcal{G} es un sistema generador de un subespacio UU de VV, entonces f(𝒢)f(\mathcal{G}) es un sistema generador de f(U)f(U).

En concreto, tomando una base ℬ\mathcal{B} de VV, su imagen f(ℬ)f(\mathcal{B}) es un sistema generador de Imf\mathrm{Im}\ f. Basta, por tanto, aplicar ff a cada vector de ℬ\mathcal{B} y con eso construimos un sistema generador del que podemos eliminar los vectores linealmente dependientes para obtener una base de Imf\mathrm{Im}\ f.

En consecuencia:


Sistema generador de Imf\mathrm{Im}\ f: Sea ff una aplicación lineal entre dos espacios VV y WW, y sea AA la matriz asociada a ff, una vez que hemos fijado dos bases en VV y WW. Entonces Imf\mathrm{Im}\ f es el subespacio de WW generado por los vectores columna que forman la matriz AA.





Ejemplo

Vamos a estudiar la imagen de las dos aplicaciones ff y gg del ejemplo anterior.

Para ff, tenemos que Imf\mathrm{Im}\ f está generado por los vectores columnas de la matriz AA, luego un sistema generador de Imf\mathrm{Im}\ f será:

$$\mathcal{G}_{\mathrm{Im}\ f} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -2\\ 2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ -1\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ 2 \end{array} \right) \right\}$$

A partir de él, eliminando los vectores que sean linealmente dependientes, encontramos una base de Imf\mathrm{Im}\ f:

$$\mathcal{B}_{\mathrm{Im}\ f} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -2\\ 2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ -1\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Luego dim(Imf)=3\mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) = 3.

Vayamos ahora con la aplicación gg. Con el mismo razonamiento, sabemos que

$$\mathcal{G}_{\mathrm{Im}\ g} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 6\\ -1\\ 2\\ 2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 5\\ -2\\ 2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 2\\ -1\\ 7\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ -1\\ -2\\ 7 \end{array} \right) \right\}$$

es un sistema generador de Img\mathrm{Im}\ g.

Igual que antes, podemos encontrar una base de Img\mathrm{Im}\ g:

$$\mathcal{B}_{\mathrm{Im}\ g} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 6\\ -1\\ 2\\ 2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 5\\ -2\\ 2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 2\\ -1\\ 7\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ -1\\ -2\\ 7 \end{array} \right) \right\}$$

Entonces dim(Img)=4\mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ g) = 4. Esto nos dice que Img=W\mathrm{Im}\ g = W.





6.7 Cómo identificar si una aplicación lineal es sobreyectiva

Recordemos que una aplicación f:X→Yf:X\to Y se dice sobreyectiva si, para cada y∈Yy\in Y, existe un x∈Xx\in X tal que f(x)=yf(x) = y, es decir, si f(X)=Yf(X) = Y.

En cuanto a aplicaciones lineales, tenemos el siguiente resultado, consecuencia de lo anterior:


Caracterización de la sobreyectividad: La aplicación lineal f:V→Wf:V\to W es sobreyectiva si f(V)=Imf=Wf(V) = \mathrm{Im}\ f = W, y esto es equivalente a decir que dim(Imf)=dim(W)\mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) = \mathrm{dim}(W).



Una propiedad adicional, con relación a las dimensiones de VV y de WW:


Si la aplicación lineal f:V→Wf:V\to W es sobreyectiva, entonces dim(V)≥dim(W)\mathrm{dim}(V)\ge\mathrm{dim}(W).





Ejemplo

En el ejemplo anterior, estudiamos las imágenes de las aplicaciones ff y gg de los ejemplos.

Si aplicamos el resultado teórico de antes, llegamos a que:


	ff no es sobreyectiva, pues dim(Imf)=3≠3=dim(W)\mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) = 3 \ne 3 = \mathrm{dim}(W).

	gg sí es sobreyectiva, pues dim(Img)=4=dim(W)\mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ g) = 4 = \mathrm{dim}(W).







6.8 Qué es un isomorfismo

Definición (Isomorfismo y automorfismo)  Un isomorfismo es una aplicación lineal inyectiva y sobreyectiva.

Un automorfismo es un isomorfismo donde dominio y codominio son el mismo espacio VV.

Algunas propiedades básicas de los isomorfismos


	La composición de isomorfismos es un isomorfismo.

	La aplicación inversa de un isomorfismo es también un isomorfismo



Cuando, además, estamos hablando de espacios de dimensión finita, tenemos los siguientes resultados:



	Una aplicación lineal f:V→Wf:V\to W es un isomorfismo si, y sólo si, dim(V)=dim(W)\mathrm{dim}(V) = \mathrm{dim}(W).


	Una aplicación f:V→Vf:V\to V es un automorfismo si, y sólo si, o bien es inyectiva o bien es sobreyectiva.






Este último resultado nos dice que en un endomorfismo, basta con ver si la aplicación es inyectiva o sobreyectiva para tener que es un isomorfismo.



Ejemplo

Si miramos las aplicaciones ff y gg de las secciones anteriores, entonces podemos confirmar que gg es un automorfismo, mientras que ff no lo es, ya que no es ni inyectiva ni sobreyectiva.





6.9 Cómo determinar la imagen de un subespacio vectorial

Este problema es realmente un caso particular de cómo calcular la imagen de una aplicación lineal.

Tanto en esa sección como en la de propiedades, vimos que si UU es un subespacio vectorial generado por los vectores de 𝒢={u1,…,uk}\mathcal{G}=\{u_1,\ldots,u_k\}, entonces f(𝒢)={f(u1),…,f(uk)}f(\mathcal{G}) = \{f(u_1),\ldots,f(u_k)\} es un sistema generador de f(U)f(U).

Por tanto, si deseamos calcular la imagen de un subespacio UU, los pasos a seguir serán:


	A partir de sus ecuaciones (si se dan), encontrar un sistema generador o una base de UU.

	Calcular la imagen, mediante la aplicación ff, de los vectores de la base de UU. Por lo anterior, esto es un sistema generador de f(U)f(U).

	Eliminar los vectores linealmente dependientes de ese sistema generador, para obtener una base de f(U)f(U).





Ejemplo

Consideremos el subespacio UU dado por

$$U = \left\{\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr} 2x+ z & = & 0\\ - {\left.{  4}\right/{ 3}}x+ {\left.{  1}\right/{ 3}}y+ t & = & 0\\ \end{array}\right\}$$

Queremos calcular f(U)f(U) y g(U)g(U), siendo ff y gg las de los ejemplos anteriores.

El primer paso es calcular una base de UU. Para ello, pasamos las ecuaciones cartesianas de UU a paramétricas, que nos dan un sistema generador, resolviendo el sistema de ecuaciones por Gauss. A partir del sistema generador, ya podríamos proceder, o podemos calcular una base de UU.

En nuestro caso,

$$\mathcal{B}_U = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ -2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ -2\\ -2\\ 2 \end{array} \right) \right\}$$

Comenzamos por calcular f(U)f(U). Debemos calcular la imagen de los vectores de la base de UU con la aplicación ff:

$$f(\mathcal{B}_U) = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 7\\ 2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 7\\ 2\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Si eliminamos los vectores linealmente dependientes de f(ℬU)f(\mathcal{B}_U), nos queda una base de f(U)f(U):

$$\mathcal{B}_{f(U)} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 7\\ 2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 7\\ 2 \end{array} \right) \right\}$$

Repetimos el proceso con la aplicación gg. Calculamos:

$$g(\mathcal{B}_U) = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 2\\ 5\\ -16\\ 11 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -2\\ -11\\ -12\\ 12 \end{array} \right) \right\}$$

Como sabemos que gg es un isomorfismo, sabemos que la imagen de un sistema linealmente independiente es también un sistema linealmente independiente. Luego ℬg(U)=g(ℬU)\mathcal{B}_{g(U)} = g(\mathcal{B}_U). Si no recordáramos este resultado, deberíamos intentar eliminar los vectores linealmente dependientes en g(ℬU)g(\mathcal{B}_U) para así obtener la base.





6.10 A qué se llama rango y nulidad de la aplicación lineal

Definición (Rango)  Se llama rango de una aplicación lineal f:V→Wf:V\to W a la dimensión de la imagen de ff: rg(f)=dim(Imf)\mathrm{rg}(f) = \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f).

Definición (Nulidad)  Se llama nulidad de una aplicación lineal f:V→Wf:V\to W a la dimensión del núcleo de ff: nul(f)=dim(Kerf)\mathrm{nul}(f) = \mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f).

De forma análoga, se pueden definir rango y nulidad para matrices, puesto que tenemos una importante relación entre matrices y aplicaciones lineales.

Definición (Rango y nulidad de una matriz)  Dada una matriz AA, su rango rg(A)\mathrm{rg}(A) es la dimensión del subespacio generado por los vectores que forman sus columnas, y su nulidad nul(A)\mathrm{nul}(A) es la dimensión del subespacio vectorial de las soluciones del sistema de ecuaciones lineales Av=0A\ v = 0.

Un resultado importante, debido a que todas las matrices asociadas a una misma aplicación lineal son equivalentes, es que todas tienen el mismo rango y la misma nulidad, y coinciden con el rango y nulidad de ff.

Por tanto, para calcular rango y nulidad de ff, bastará con estudiar el rango y nulidad de cualquiera de sus expresiones matriciales en unas bases fijadas de VV y WW.



Ejemplo

Vamos a calcular el rango y la nulidad de las aplicaciones ff y gg que estamos estudiando en los ejemplos anteriores.

El caso fácil es el de gg, que era un isomorfismo. Luego:


	nul(g)=dim(Kerg)=dim({0})=0\mathrm{nul}(g) = \mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ g) = \mathrm{dim}(\{0\}) = 0, por ser gg inyectiva.

	rg(g)=dim(Img)=dim(W)=3\mathrm{rg}(g) = \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ g) = \mathrm{dim}(W) = 3, por ser gg sobreyectiva.



Y lo mismo se aplica para sus matrices asociadas.

En cuanto a ff, recopilando la información que tenemos:


	Su nulidad es la dimensión de su núcleo: nul(f)=dim(Kerf)=1\mathrm{nul}(f) = \mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) = 1.

	Su rango es la dimensión de su imagen: rg(f)=dim(Imf)=3\mathrm{rg}(f) = \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) = 3







6.11 Qué dice el teorema de la dimensión para núcleo e imagen

El resultado teórico que nos relaciona las dimensiones de núcleo e imagen de una aplicación lineal f:V→Wf:V\to W, es decir, su nulidad y su rango, es el siguiente:


Teorema de la dimensión: Si f:V→Wf:V\to W es una aplicación lineal, entonces

dim(V)=dim(Kerf)+dim(Imf)=nul(f)+rg(f)\mathrm{dim}(V) = \mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) + \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) = \mathrm{nul}(f) + \mathrm{rg}(f)



Este resultado, reescrito en términos matriciales, queda como:


Si AA es una matriz con mm filas y nn columnas, entonces

n=nul(A)+rg(A)n = \mathrm{nul}(A) + \mathrm{rg}(A)





Ejemplo

Vamos a comprobar el teorema de la dimensión para las aplicaciones lineales ff y gg de los ejemplos anteriores.


	Para ff: dim(ℝ4)=dim(Kerf)+dim(Imf)4=1+3\begin{array}{ccccc}
\mathrm{dim}(\mathbb{R}^{4}) & = & \mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) & + & \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) \\
4 & = & 1 & + & 3 \\
\end{array}


	Para gg: dim(ℝ4)=dim(Kerg)+dim(Img)4=0+4\begin{array}{ccccc}
\mathrm{dim}(\mathbb{R}^{4}) & = & \mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ g) & + & \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ g) \\
4 & = & 0 & + & 4 \\
\end{array}
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7 Espacios Euclídeos

En este capítulo, damos un paso para acercarnos a los conceptos geométricos clásicos de distancias y ángulos, abstrayéndolos en el contexto de los espacios vectoriales.

Para ello, precisaremos de la noción de producto escalar: Una aplicación g:V×V→ℝg:V\times V\to \mathbb{R}, donde VV es un espacio vectorial sobre ℝ\mathbb{R}, es un producto escalar si verifica:


	Es simétrica: g(u,v)=g(v,u)g(u, v) = g(v, u) para todo u,v∈Vu,v\in V.

	Es bilineal: g(αu+βv,w)=αg(u,w)+βg(v,w)g(\alpha u + \beta v, w) = \alpha g(u, w) + \beta g(v, w) para todos los α,β∈ℝ\alpha,\beta\in\mathbb{R}, u,v,w∈Vu,v,w\in V. Por simetría, se tiene lo mismo para la linealidad en la segunda componente.

	Es definida positiva: g(v,v)>0g(v, v) > 0 para todo v∈V\{0}v\in V\setminus\{0\}, g(v,v)=0g(v, v) = 0 si, y sólo si v=0v = 0.



En resumen, se suele definir un producto escalar como una forma bilineal, simétrica y definida positiva.

Notación: El producto escalar de dos vectores uu y vv suele recibir diversas notaciones, aunque las más usadas son u⋅vu\cdot v y ⟨u,v⟩\langle u, v \rangle.

A un espacio vectorial VV donde podemos definir un producto vectorial lo llamamos espacio euclídeo, y lo solemos denotar mediante el par (V,⟨⋅,⋅⟩)\left(V, \langle\cdot,\cdot\rangle\right).



Ejemplo

En ℝn\mathbb{R}^n, disponemos de un producto escalar usual, de forma que si u,v∈ℝnu, v\in\mathbb{R}^n, entonces ⟨u,v⟩=u1v1+u2v2+…+unvn\langle u,v \rangle = u_1v_1+u_2v_2+\ldots+u_nv_n siendo ui,viu_i, v_i, i=1,…,ni=1,\ldots,n las coordenadas de uu y de vv, respectivamente, en una base dada (la canónica como caso particular). A este producto vectorial es al que nos referiremos cuando usemos la notación u⋅vu\cdot v.

Podemos generalizar este producto escalar, definiendo unos pesos αi∈ℝ+\alpha_i\in\mathbb{R}^{+} para cada componente: ⟨u,v⟩=α1u1v1+α2u2v2+…+αnunvn\langle u,v \rangle = \alpha_1u_1v_1+\alpha_2u_2v_2+\ldots+\alpha_nu_nv_n

Podemos construir productos escalares de la siguiente forma: Tomemos una matriz A∈ℳn(ℝ)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{R}) simétrica y definida positiva. Entonces la aplicación ⟨⋅,⋅⟩:ℝn×ℝn→ℝ\langle\cdot,\cdot\rangle:\mathbb{R}^n\times\mathbb{R}^n\to\mathbb{R} definida por ⟨u,v⟩=utAv\langle u, v \rangle = u^{\text{t}}\ A\ v es un producto escalar. A esta matriz AA se le denomina matriz de Gram, y todo producto escalar tiene asociada una. Los dos ejemplos anteriores se correspondían con tomar como AA la matriz identidad o una matriz diagonal con elementos positivos αi∈ℝ+\alpha_i\in\mathbb{R}^{+} en la diagonal.



¿Qué preguntas vamos a responder en este capítulo?


	¿Qué son las normas y distancias?

	¿Qué significa el concepto de ortogonalidad?

	¿Qué es el complemento ortogonal de un subespacio?

	¿Cómo calculamos la proyección de un vector sobre un subespacio?

	¿Qué es y qué utilidad tiene una base ortonormal?

	¿Cómo construimos una base ortonormal?

	¿Qué es una matriz ortogonal y una aplicación ortogonal?

	¿Qué es la diagonalización ortogonal?

	Qué matrices son diagonalizables ortogonalmente




7.1 Qué son las normas y distancias

Definición (Norma)  Una norma vectorial sobre un espacio VV (sobre un cuerpo 𝕂\mathbb{K}) es un operador que sirve para medir la longitud de un vector (es decir, su distancia al origen), y se define formalmente como una aplicación ∥⋅∥:V→ℝ\|\cdot\|:V\to\mathbb{R} que verifica:


	Para todo v∈Vv\in V, ∥v∥≥0\|v\| \ge 0, y ∥v∥=0\|v\| = 0 si, y solo si, v=0v = 0.

	Para todo c∈𝕂c\in\mathbb{K}, v∈Vv\in V, se tiene ∥cv∥=|c|⋅∥v∥\|cv\| = |c|\cdot \|v\|.

	Para todo u,v∈Vu,v\in V, ∥u+v∥≤∥u∥+∥v∥\|u+v\|\le\|u\|+\|v\|. Esta propiedad se llama desigualdad triangular (en un triángulo, la suma de la longitud de dos de sus lados –∥u∥\|u\| y ∥v∥\|v\|– es siempre menor que la longitud de su otro lado –∥u+v∥\|u+v\|–).



Cualquier operador ∥⋅∥\|\cdot\| que verifique lo anterior es una norma vectorial. Sin embargo, podemos construir normas a partir de un producto escalar:


Si ⟨⋅,⋅⟩\langle\cdot,\cdot\rangle es un producto escalar en el espacio VV, entonces la aplicación ∥⋅∥:V→ℝ\|\cdot\|:V\to\mathbb{R} dada por ∥v∥=⟨v,v⟩\|v\| = \sqrt{\langle v, v\rangle} es una norma derivada del producto escalar sobre VV.



Al definir la norma vectorial a partir de un producto escalar, además, tenemos la siguiente propiedad que será de gran interés en la siguiente sección:


Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Si ∥⋅∥\|\cdot\| es una norma derivada del producto escalar ⟨⋅,⋅⟩\langle\cdot,\cdot\rangle, entonces |⟨u,v⟩|≤∥u∥⋅∥v∥|\langle u, v \rangle| \le \|u\|\cdot\|v\| para todo u,v∈Vu,v\in V.



Un concepto implícitamente relacionado con el de norma vectorial es el de distancia.

Definición (Distancia)  Una distancia (también llamada métrica) es un operador d:V×V→Rd:V\times V\to R que verifica las siguientes propiedades:


	d(u,v)=0d(u, v) = 0 si, y solo si, u=vu = v.

	Es simétrica: d(u,v)=d(v,u)d(u, v) = d(v, u).

	Cumple la desigualdad triangular: d(u,v)≤d(u,w)+d(w,v)d(u, v) \le d(u, w) + d(w, v).



Además, de esta definición se deduce que d(u,v)≥0d(u, v) \ge 0 para todo u,v∈Vu,v\in V.

Podemos deducir una distancia a partir de una norma, para así completar las relaciones existentes entre los conceptos aquí explicados:


Si ∥⋅∥\|\cdot\| es una norma sobre un espacio vectorial VV, entonces la aplicación d:V×V→ℝd:V\times V\to \mathbb{R} definida por d(u,v)=∥u−v∥d(u, v) = \|u-v\| para todo u,v∈Vu,v\in V es una distancia.



Nota: Existen muchas más normas de las que se deducen a partir de un producto escalar, al igual que más distancias.



Ejemplo

Podemos deducir la expresión de la norma (a veces llamada módulo) de un vector v∈ℝnv\in\mathbb{R}^n.

Si v=(v1v2⋮vn)v=\left(\begin{array}{c}v_1\\ v_2\\\vdots\\ v_n\end{array}\right), entonces ∥v∥=v⋅v=v12+v22+…+vn2\|v\| = \sqrt{v\cdot v} = \sqrt{v_1^2+v_2^2+\ldots+v_n^2}

Y así, además, deducimos la expresión para la distancia euclídea usual en ℝn\mathbb{R}^n: d(u,v)=∥u−v∥=(u1−v1)2+…+(un−vn)2d(u,v) = \|u - v\| = \sqrt{(u_1-v_1)^2+\ldots+(u_n-v_n)^2}

Como ejemplo, podemos calcular la norma del vector

v=(1−121)v = \left(\begin{array}{c} 1\\ -1\\ 2\\ 1 \end{array}\right) ∥v∥=12+(−1)2+22+12=7\|v\| = \sqrt{1^2+(-1)^2+2^2+1^2} = \sqrt{7}





7.2 Qué significa el concepto de ortogonalidad

Si partimos de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que hemos visto antes, podemos llegar a que −1≤⟨u,v⟩∥u∥⋅∥v∥≤1-1 \le \frac{\langle u, v\rangle}{\|u\|\cdot\|v\|} \le 1 para todo u,v∈Vu,v\in V.

Por otro lado, la función coseno restringida a [0,π][0, \pi], es decir, cos:[0,π]→[−1,1]\cos:[0,\pi]\to[-1,1], es biyectiva. Eso quiere decir que existe un único θ∈[0,π]\theta\in[0, \pi] tal que cosθ=⟨u,v⟩∥u∥⋅∥v∥\cos\theta = \frac{\langle u, v\rangle}{\|u\|\cdot\|v\|}.

Esto nos permite la siguiente definición:

Definición (Ángulo entre vectores)  Llamamos ángulo entre los vectores u,v∈Vu,v\in V al único θ∈[0,π]\theta\in[0,\pi] tal que cosθ=⟨u,v⟩∥u∥⋅∥v∥\cos\theta = \frac{\langle u, v\rangle}{\|u\|\cdot\|v\|}.

Definición (Vectores ortogonales)  Diremos que dos vectores uu y vv de VV son ortogonales (o perpendiculares) si el ángulo que forman es π2\frac{\pi}{2}, es decir, si ⟨u,v⟩=0\langle u, v \rangle = 0.

La noción de ortogonalidad en el espacio euclídeo se corresponde con la perpendicularidad de vectores que todos tenemos de forma intuitiva. Lo podemos extender también a ortogonalidad con respecto a un espacio vectorial: Un vector v∈Vv\in V es ortogonal al subespacio UU de VV si, y sólo si, es ortogonal a todos y cada uno de los vectores de UU, es decir, ⟨v,u⟩=0\langle v, u \rangle = 0 para todo u∈Uu\in U.

El siguiente resultado nos proporciona una ayuda a la hora de determinar la ortogonalidad entre subespacios vectoriales.


Sea UU un subespacio de VV, y sea ℬ={u1,…,uk}\mathcal{B} = \{u_1,\ldots,u_k\} una base de UU. Un vector v∈Vv\in V es ortogonal a UU si, y solo si, es ortogonal a cada uiu_i: ⟨v,ui⟩=0\langle v, u_i \rangle = 0 para todo i=1,…,ki=1,\ldots,k.



Un sistema ortogonal es un conjunto de vectores {v1,…,vm}⊂V\{v_1,\ldots,v_m\}\subset V donde los viv_i son ortogonales dos a dos, es decir, ⟨vi,vj⟩=0\langle v_i, v_j \rangle = 0 para todo i≠ji\ne j.

Algunas propiedades y caracterizaciones de los vectores y sistemas ortogonales


Generalización del teorema de Pitágoras: Dos vectores uu y ww son ortogonales si, y solo si, ∥u+w∥2=∥u∥2+∥v∥2\|u+w\|^2 = \|u\|^2 + \|v\|^2




Si un sistema de vectores es ortogonal, entonces es linealmente independiente. Por tanto, en un espacio VV de dimensión finita nn, cualquier conjunto de nn vectores ortogonales entre sí es una base.



Este último resultado es interesante, pues nos constata que cualquier sistema ortogonal con tantos vectores como la dimensión del espacio vectorial es una base.



Ejemplo

Consideremos el espacio UU dado por:

U={(xyzt)∈ℝ4:x+y=0−2x−3z+t=0}U = \left\{\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr} x+ y & = & 0\\ -2x-3z+ t & = & 0\\ \end{array}\right\}

y los vectores

v=(02−31)w=(012−1)v = \left(\begin{array}{c} 0\\ 2\\ -3\\ 1 \end{array}\right) \quad\quad w = \left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ 2\\ -1 \end{array}\right) 

Calculemos el ángulo entre vv y ww:

θ=arccosv⋅w∥v∥⋅∥w∥\theta = \arccos \frac{v\cdot w}{\|v\|\cdot\|w\|}v⋅w=0⋅0+2⋅1+(−3)⋅2+1⋅(−1)=−5v\cdot w = 0\cdot0+2\cdot1+(-3)\cdot2+1\cdot(-1) = -5∥v∥=02+22+(−3)2+12=14\|v\| = \sqrt{0^2+2^2+(-3)^2+1^2} = \sqrt{14}∥w∥=02+12+22+(−1)2=6\|w\| = \sqrt{0^2+1^2+2^2+(-1)^2} = \sqrt{6}

Luego

θ=arccos−5146=arccos−5⋅2142\theta = \arccos \frac{-5}{\sqrt{14}\sqrt{6}} = \arccos \frac{-5\cdot\sqrt{21}}{42}

Vamos a comprobar ahora que vv es ortogonal al subespacio UU. Para ello, a partir de las ecuaciones cartesianas de UU, vamos a hallar una base suya, resolviendo el sistema por Gauss-Jordan y pasando por las ecuaciones paramétricas:

$$\left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & 1 & 0 & 0\\ -2 & 0 & -3 & 1 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & 0 & {\left.{  3}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0 & 1 & - {\left.{  3}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right) \Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} - {\left.{  3}\right/{ 2}}\\ {\left.{  3}\right/{ 2}}\\ 1\\ 0 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}$$

De aquí que la base de UU sea:

$$\mathcal{B}_U = \left\{u_i\right\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  3}\right/{ 2}}\\ {\left.{  3}\right/{ 2}}\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Como hemos visto antes, para comprobar que vv es ortogonal a UU, nos basta con comprobar que lo es a cada vector de ℬU\mathcal{B}_U, hallando su producto escalar:

⟨v,u1⟩=⟨(02−31),(−1.51.510)⟩=0⋅(−1.5)+2⋅1.5+(−3)⋅1+1⋅0=0\langle v, u_1 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 0\\ 2\\ -3\\ 1 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} -1.5\\ 1.5\\ 1\\ 0 \end{array}\right)  \rangle = 0\cdot(-1.5)+2\cdot1.5+(-3)\cdot1+1\cdot0 = 0⟨v,u2⟩=⟨(02−31),(0.5−0.501)⟩=0⋅0.5+2⋅(−0.5)+(−3)⋅0+1⋅1=0\langle v, u_2 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 0\\ 2\\ -3\\ 1 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 0.5\\ -0.5\\ 0\\ 1 \end{array}\right)  \rangle = 0\cdot0.5+2\cdot(-0.5)+(-3)\cdot0+1\cdot1 = 0

Consideremos ahora el siguiente sistema de vectores:

$$S = \{s_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 1\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 3\\ 2\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 3\\ 1\\ -1\\ -2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ -1\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Podemos comprobar fácilmente que es un sistema ortogonal, hallando los productos escalares de los vectores de SS dos a dos:

⟨s1,s2⟩=⟨(1011),(−132−1)⟩=1⋅(−1)+0⋅3+1⋅2+1⋅(−1)=0\langle s_1, s_2 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 1\\ 0\\ 1\\ 1 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} -1\\ 3\\ 2\\ -1 \end{array}\right)  \rangle = 1\cdot(-1)+0\cdot3+1\cdot2+1\cdot(-1) = 0⟨s1,s3⟩=⟨(1011),(31−1−2)⟩=1⋅3+0⋅1+1⋅(−1)+1⋅(−2)=0\langle s_1, s_3 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 1\\ 0\\ 1\\ 1 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 3\\ 1\\ -1\\ -2 \end{array}\right)  \rangle = 1\cdot3+0\cdot1+1\cdot(-1)+1\cdot(-2) = 0⟨s1,s4⟩=⟨(1011),(01−11)⟩=1⋅0+0⋅1+1⋅(−1)+1⋅1=0\langle s_1, s_4 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 1\\ 0\\ 1\\ 1 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ -1\\ 1 \end{array}\right)  \rangle = 1\cdot0+0\cdot1+1\cdot(-1)+1\cdot1 = 0⟨s2,s3⟩=⟨(−132−1),(31−1−2)⟩=(−1)⋅3+3⋅1+2⋅(−1)+(−1)⋅(−2)=0\langle s_2, s_3 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} -1\\ 3\\ 2\\ -1 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 3\\ 1\\ -1\\ -2 \end{array}\right)  \rangle = (-1)\cdot3+3\cdot1+2\cdot(-1)+(-1)\cdot(-2) = 0⟨s2,s4⟩=⟨(−132−1),(01−11)⟩=(−1)⋅0+3⋅1+2⋅(−1)+(−1)⋅1=0\langle s_2, s_4 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} -1\\ 3\\ 2\\ -1 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ -1\\ 1 \end{array}\right)  \rangle = (-1)\cdot0+3\cdot1+2\cdot(-1)+(-1)\cdot1 = 0⟨s3,s4⟩=⟨(31−1−2),(01−11)⟩=3⋅0+1⋅1+(−1)⋅(−1)+(−2)⋅1=0\langle s_3, s_4 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 3\\ 1\\ -1\\ -2 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ -1\\ 1 \end{array}\right)  \rangle = 3\cdot0+1\cdot1+(-1)\cdot(-1)+(-2)\cdot1 = 0

Tenemos, por tanto, un sistema de 4 vectores ortogonales en ℝ4\mathbb{R}^{4}, y, como hemos comentado antes, son linealmente independientes, luego forman una base del espacio vectorial.



7.3 Qué es el complemento ortogonal de un subespacio

Consideremos un espacio vectorial VV con producto escalar ⟨⋅,⋅⟩\langle \cdot,\cdot \rangle, y sea UU un subespacio de VV.

Definición (Complemento ortogonal)  Llamamos complemento ortogonal de UU al conjunto de vectores que son ortogonales a todos los de UU: U⊥={v∈V:⟨v,u⟩=0para todo u∈U}U^{\perp} = \{v\in V: \langle v, u \rangle = 0\,\,\text{para todo }u\in U\}

Tenemos las siguientes propiedades del complemento ortogonal de un subespacio:


Propiedades del complemento ortogonal:


	U⊥U^{\perp} es un subespacio vectorial de VV.

	U∩U⊥={0}U\cap U^{\perp} = \{0\}.

	Si VV es de dimensión finita, dim(U)+dim(U⊥)=dim(V)\mathrm{dim}(U) + \mathrm{dim}(U^{\perp}) = \mathrm{dim}(V).





Como consecuencia, este resultado nos dice que VV se puede descomponer como la suma directa de UU y de su complemento ortogonal: U⊕U⊥=VU\oplus U^{\perp} = V.

¿Cómo calculamos el complemento ortogonal de un subespacio?

Hemos de hallar los vectores que son ortogonales a un subespacio UU. Como hemos visto antes, un vector vv es ortogonal a UU si, y solo si, es ortogonal a todos los vectores de una base de UU.

Así pues, partimos de que tenemos una base ℬ={u1,…,um}\mathcal{B} = \{u_1,\ldots,u_m\} de UU y tomemos un vector genérico v∈Vv\in V. Para que v∈U⊥v\in U^{\perp}, debe cumplirse que ⟨v,ui⟩=0\langle v, u_i\rangle = 0 para todo i=1,…,mi=1,\ldots,m.

Cada una de las restricciones ⟨v,ui⟩=0\langle v, u_i\rangle = 0 nos proporciona una ecuación lineal que debe verificar un vector para poder pertenecer a U⊥U^{\perp}.

Tomamos, por tanto, todas las ecuaciones lineales que se deducen de las restricciones anteriores: ese sistema de ecuaciones nos representa las ecuaciones cartesianas del espacio U⊥U^{\perp}.

En el caso concreto de un espacio V=ℝnV=\mathbb{R}^n con el producto escalar euclídeo, podemos ver qué aspecto tienen las ecuaciones del tipo ⟨v,ui⟩=0\langle v, u_i \rangle = 0. Supongamos que los vectores vv y uiu_i tienen por coordenadas, en la base canónica, las siguientes: v=(x1x2⋮xn),ui=(αi,1αi,2⋮αi,n)v = \left(
\begin{array}{c}
x_1\\ x_2\\ \vdots \\ x_n\\
\end{array}\right), \quad 
u_i = \left(
\begin{array}{c}
\alpha_{i,1}\\ \alpha_{i,2}\\ \vdots \\ \alpha_{i,n}\\
\end{array}\right)

Entonces ⟨v,ui⟩=0⇔⟨(x1x2⋮xn),(αi,1αi,2⋮αi,n)⟩=0⇔αi,1x1+αi,2x2+…+αi,nxn=0
\langle v, u_i \rangle = 0 \Leftrightarrow 
\langle \left(
\begin{array}{c}
x_1\\ x_2\\ \vdots \\ x_n\\
\end{array}\right) , 
\left(
\begin{array}{c}
\alpha_{i,1}\\ \alpha_{i,2}\\ \vdots \\ \alpha_{i,n}\\
\end{array}\right) \rangle = 0 \Leftrightarrow \alpha_{i,1}x_1+\alpha_{i,2}x_2+\ldots+\alpha_{i,n}x_n = 0


Si nos fijamos, nos queda una ecuación lineal cuyas incógnitas son las coordenadas canónicas de vv y cuyos coeficientes son las coordenadas de uiu_i. Si repetimos el proceso para todo i=1,…,mi=1,\ldots,m, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones: Av=0dondeA=(α1,1α1,2…α1,nα2,1α2,2…α2,n⋮⋮⋱⋮αm,1αm,2…αm,n)Av = 0\quad\text{donde}\quad A = \left(
\begin{array}{cccc}
\alpha_{1,1} & \alpha_{1,2} & \ldots & \alpha_{1,n} \\
\alpha_{2,1} & \alpha_{2,2} & \ldots & \alpha_{2,n} \\
\vdots & \vdots & \ddots & \vdots \\
\alpha_{m,1} & \alpha_{m,2} & \ldots & \alpha_{m,n} \\
\end{array}
\right)

Es decir, las ecuaciones cartesianas de U⊥U^{\perp} son las que tienen por matriz de coeficientes a las coordenadas de los vectores de la base de UU puestos por filas. De hecho, si llamamos BB a la matriz que resulta de poner por columnas los vectores de ℬ\mathcal{B}, entonces A=BtA = B^{\mathrm{t}}.

A partir de esas ecuaciones cartesianas, ya podríamos encontrar una base del subespacio U⊥U^{\perp}.



Ejemplo

Consideremos el espacio UU generado por la base siguiente:

$$\mathcal{B} = \{u_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ -2\\ 2\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 2\\ 0\\ 1\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Para hallar su complemento ortogonal, suponemos un vector genérico

v=(xyzt)∈ℝ4v = \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) \in \mathbb{R}^{4}

y hacemos su producto escalar por todos los vectores de ℬ\mathcal{B}, imponiendo que valga 0:

⟨v,u1⟩=0⇔⟨(xyzt),(1−220)⟩=0⇔x−2y+2z=0\langle v, u_1 \rangle = 0\Leftrightarrow\langle \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 1\\ -2\\ 2\\ 0 \end{array}\right)  \rangle = 0\Leftrightarrow\ \begin{array}{ccr} x-2y+ 2z & = & 0\\ \end{array}⟨v,u2⟩=0⇔⟨(xyzt),(2011)⟩=0⇔2x+z+t=0\langle v, u_2 \rangle = 0\Leftrightarrow\langle \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 2\\ 0\\ 1\\ 1 \end{array}\right)  \rangle = 0\Leftrightarrow\ \begin{array}{ccr} 2x+ z+ t & = & 0\\ \end{array}

Hemos llegado, por tanto, al siguiente sistema de ecuaciones que representan las ecuaciones cartesianas de U⊥U^{\perp}:

{x−2y+2z=02x+z+t=0\left\{\begin{array}{rrrrcr} x & -2y & + 2z &  & = & 0\\ 2x &  & + z & + t & = & 0\\ \end{array}\right.

Nos podemos dar cuenta de que la matriz del sistema es la que resulta de poner los vectores de la base ℬ\mathcal{B} por filas.

Como siempre, podemos resolver el sistema por Gauss-Jordan para deducir la forma paramétrica de la solución, y, por tanto, un sistema generador de U⊥U^{\perp}:

$$\left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & -2 & 2 & 0\\ 2 & 0 & 1 & 1 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & 0 & {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0 & 1 & - {\left.{  3}\right/{ 4}} & {\left.{  1}\right/{ 4}} \end{array} \right) \Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ {\left.{  3}\right/{ 4}}\\ 1\\ 0 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 4}}\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}$$

De aquí que una base del complemento ortogonal U⊥U^{\perp} sea:

$$\mathcal{B}' = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ {\left.{  3}\right/{ 4}}\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 4}}\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Podemos comprobar fácilmente que los vectores de ℬ′\mathcal{B}' son ortogonales a los de ℬ\mathcal{B}.





7.4 Cómo calculamos la proyección de un vector sobre un subespacio

Definición (Proyección ortogonal)  Consideremos un espacio euclídeo (V,⟨⋅,⋅⟩)\left(V, \langle\cdot,\cdot\rangle\right). Consideremos un subespacio UU, del que conocemos una base ortogonal ℬU={u1,…,um}\mathcal{B}_U = \{u_1,\ldots,u_m\}. Definimos la proyección ortogonal de un vector vv sobre el subespacio UU, como: proyU(v)=⟨v,u1⟩⟨u1,u1⟩u1+⟨v,u2⟩⟨u2,u2⟩u2+…+⟨v,um⟩⟨um,um⟩um\mathrm{proy}_U(v) = \frac{\langle v, u_1\rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle}u_1 + \frac{\langle v, u_2\rangle}{\langle u_2, u_2 \rangle}u_2 + \ldots + \frac{\langle v, u_m\rangle}{\langle u_m, u_m \rangle}u_m

Es decir, la proyección proyU(v)\mathrm{proy}_U(v) es un vector del subespacio UU, ya que es combinación lineal de los elementos de su base, y además esta combinación lineal tiene como coeficientes el producto escalar de vv por cada elemento de la base, dividido por la norma de uiu_i al cuadrado (recordemos que ∥x∥=⟨x,x⟩\|x\| = \sqrt{\langle x,x \rangle}).

Evidentemente, si los elementos de la base de UU tienen norma 1, el denominador desaparece.

La proyección de vv sobre el subespacio UU tiene la propiedad siguiente:


Si uu es un vector del subespacio UU, y v∈Vv\in V, entonces d(u,v)≥d(proyU(v),v)d(u, v) \ge d(\mathrm{proy}_U(v), v), y la única forma para que se dé la igualdad es que u=proyU(v)u = \mathrm{proy}_U(v).



Esto significa que la proyección ortogonal de vv sobre UU es el vector de UU más cercano (según la distancia dd) a vv.

Como caso particular, podríamos definir la proyección ortogonal de un vector vv sobre otro vector uu como proyu(v)=⟨v,u⟩⟨u,u⟩u\mathrm{proy}_u(v) = \frac{\langle v, u \rangle}{\langle u, u\rangle}u (realmente es la proyección del vector vv sobre el subespacio generado por el vector uu).

Podemos entonces concluir que, si la base ortogonal de UU es ℬU={u1,…,um}\mathcal{B}_U = \{u_1,\ldots,u_m\}, entonces proyU(v)=proyu1(v)+…+proyum(v)\mathrm{proy}_U(v) = \mathrm{proy}_{u_1}(v)+\ldots+\mathrm{proy}_{u_m}(v)

A partir del hecho de que la base de UU es ortogonal, podemos deducir que:


Si UU es un subespacio de VV, v∈Vv\in V, y una base ortogonal de UU es ℬU={u1,…,um}\mathcal{B}_U = \{u_1,\ldots,u_m\}, entonces el vector v−proyU(v)v - \mathrm{proy}_U(v) es ortogonal a UU, es decir, v−proyU(v)∈U⊥v - \mathrm{proy}_U(v) \in U^{\perp} está en el complemento ortogonal de UU.



Esto, junto con que proyU(v)∈U\mathrm{proy}_U(v)\in U, nos justifican el siguiente resultado, llamado teorema de la descomposición ortogonal:


Descomposición ortogonal: En un espacio euclídeo (V,⟨⋅,⋅⟩)(V, \langle\cdot,\cdot\rangle), dado un subespacio UU, y v∈Vv\in V, existe una única descomposición de vv como suma de dos vectores ortogonales, v=v1+v2v = v_1 + v_2, tales que v1∈Uv_1\in U y v2∈U⊥v_2\in U^{\perp}. Concretamente, v1=proyU(v)v_1 = \mathrm{proy}_U(v) y v2=v−v1=proyU⊥(v)v_2 = v - v_1 = \mathrm{proy}_{U^{\perp}}(v).



Podemos siempre descomponer un vector de VV como suma de dos vectores, uno de UU y otro de U⊥U^{\perp}, que coinciden con las proyecciones sobre ambos subespacios.



Ejemplo

Consideremos el subespacio UU cuya base es

$$\mathcal{B} = \{u_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -2\\ 1\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -2\\ 1\\ -5\\ -2 \end{array} \right) \right\}$$

Notemos que ℬ\mathcal{B} es una base ortogonal.

Consideremos el vector

$$v = \left( \begin{array}{c@{}} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array} \right) $$

Buscamos la descomposición ortogonal de vv con respecto al subespacio UU. Sabemos que podemos escribir v=v1+v2v = v_1  + v_2, donde v1=proyU(v)v_1 = \mathrm{proy}_U(v) y v2=v−v1∈U⊥v_2 = v - v_1 \in U^{\perp}.

v1=proyU(v)=proyu1(v)+proyu2(v)=⟨v,u1⟩⟨u1,u1⟩u1+⟨v,u2⟩⟨u2,u2⟩u2v_1 = \mathrm{proy}_U(v) = \mathrm{proy}_{u_1}(v)+\mathrm{proy}_{u_2}(v) = \frac{\langle v, u_1\rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle} u_1+\frac{\langle v, u_2\rangle}{\langle u_2, u_2 \rangle} u_2

Si calculamos esas cantidades

⟨v,u1⟩=⟨(222−2),(−2110)⟩=2⋅(−2)+2⋅1+2⋅1+(−2)⋅0=0\langle v, u_1 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} -2\\ 1\\ 1\\ 0 \end{array}\right)  \rangle = 2\cdot(-2)+2\cdot1+2\cdot1+(-2)\cdot0 = 0⟨v,u2⟩=⟨(222−2),(−21−5−2)⟩=2⋅(−2)+2⋅1+2⋅(−5)+(−2)⋅(−2)=−8\langle v, u_2 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} -2\\ 1\\ -5\\ -2 \end{array}\right)  \rangle = 2\cdot(-2)+2\cdot1+2\cdot(-5)+(-2)\cdot(-2) = -8⟨u1,u1⟩=⟨(−2110),(−2110)⟩=(−2)2+12+12+02=6\langle u_1, u_1 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} -2\\ 1\\ 1\\ 0 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} -2\\ 1\\ 1\\ 0 \end{array}\right)  \rangle = (-2)^2+1^2+1^2+0^2 = 6⟨u2,u2⟩=⟨(−21−5−2),(−21−5−2)⟩=(−2)2+12+(−5)2+(−2)2=34\langle u_2, u_2 \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} -2\\ 1\\ -5\\ -2 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} -2\\ 1\\ -5\\ -2 \end{array}\right)  \rangle = (-2)^2+1^2+(-5)^2+(-2)^2 = 34

podemos sustituirlas en la expresión de más arriba y llegamos a

$$v_1 = 0\cdot\left(\begin{array}{c} -2\\ 1\\ 1\\ 0 \end{array}\right) +(- {\left.{  4}\right/{ 17}})\cdot\left(\begin{array}{c} -2\\ 1\\ -5\\ -2 \end{array}\right)  = \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  8}\right/{ 17}}\\ - {\left.{  4}\right/{ 17}}\\ {\left.{  20}\right/{ 17}}\\ {\left.{  8}\right/{ 17}} \end{array} \right) $$

Por tanto,

$$v_2 = \left( \begin{array}{c@{}} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array} \right)  - \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  8}\right/{ 17}}\\ - {\left.{  4}\right/{ 17}}\\ {\left.{  20}\right/{ 17}}\\ {\left.{  8}\right/{ 17}} \end{array} \right)  = \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  26}\right/{ 17}}\\ {\left.{  38}\right/{ 17}}\\ {\left.{  14}\right/{ 17}}\\ - {\left.{  42}\right/{ 17}} \end{array} \right) $$

Por lo comentado anteriormente, sabemos que v2=proyU⊥(v)∈U⊥v_2 = \mathrm{proy}_{U^{\perp}}(v)\in U^{\perp}, lo cual se podría comprobar haciendo el producto escalar ⟨v2,ui⟩\langle v_2, u_i \rangle y viendo que su valor es 0 para todo ii.





7.5 Qué es y qué utilidad tiene una base ortonormal

Definición (Vector unitario)  Un vector v∈Vv\in V se dice unitario si ∥v∥=1\|v\| = 1.

Es fácil crear vectores unitarios: dado u∈Vu\in V, si definimos v=1∥u∥uv = \frac{1}{\|u\|}u, este vector tiene norma 1. A este proceso se le llama normalizar.

Un sistema de vectores {v1,…,vk}\{v_1,\ldots,v_k\} se llama sistema ortonormal si es un sistema ortogonal y cada viv_i es un vector unitario (i=1,…,ki=1,\ldots, k).

En relación a lo comentado de las propiedades de los sistemas ortogonales, en nuestro caso podemos decir que un sistema ortonormal {v1,…,vn}\{v_1,\ldots,v_n\}, donde dim(V)=n\mathrm{dim}(V) = n, es una base ortonormal.

El interés de una base ortonormal es que es sencillo calcular las coordenadas de cualquier vector con respecto a dicha base:


Coordenadas en base ortonormal: Sea ℬ={v1,…,vn}\mathcal{B} = \{v_1,\ldots,v_n\} una base ortonormal del espacio vectorial VV. Entonces, para cada v∈Vv\in V, tenemos: v=⟨v,v1⟩v1+…+⟨v,vn⟩vnv = \langle v, v_1 \rangle v_1 + \ldots + \langle v, v_n \rangle v_n luego las coordenadas de vv en la base ℬ\mathcal{B} las podemos calcular como: [v]ℬ=(⟨v,v1⟩⟨v,v2⟩⋮⟨v,vn⟩)ℬ[v]_{\mathcal{B}} = \left(\begin{array}{c}\langle v, v_1\rangle \\\langle v, v_2 \rangle \\\vdots \\\langle v, v_n \rangle \\\end{array}\right)_{\mathcal{B}}





Ejemplo

Consideremos ahora el sistema de vectores ortogonales del ejemplo anterior:

$$S = \{s_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 1\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 3\\ 2\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 3\\ 1\\ -1\\ -2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ -1\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

A partir de SS, formemos un sistema ortonormal S′S', donde cada vector de S′S' es un vector de SS, que se ha normalizado.

S′={(3303333),(−15151552⋅1515−1515),(1551515−1515−2⋅1515),(033−3333)}S' = \left\{\left( \begin{array}{c} \frac{\sqrt{3}}{3}\\ 0\\ \frac{\sqrt{3}}{3}\\ \frac{\sqrt{3}}{3} \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{15}}{15}\\ \frac{\sqrt{15}}{5}\\ \frac{2\cdot\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-\sqrt{15}}{15} \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{\sqrt{15}}{5}\\ \frac{\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-2\cdot\sqrt{15}}{15} \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 0\\ \frac{\sqrt{3}}{3}\\ \frac{-\sqrt{3}}{3}\\ \frac{\sqrt{3}}{3} \end{array} \right)\right\}

S′S' forma una base ortonormal de ℝ4\mathbb{R}^{4}. Si consideramos el vector

$$v = \left( \begin{array}{c@{}} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array} \right) $$

podemos hallar sus coordenadas en la base S′S', ya que cada coordenada de vv será el producto escalar de vv por el correspondiente vector de S′S':

⟨v,s′1⟩=⟨(222−2),(3303333)⟩=2⋅33\langle v, s'_1 \rangle = \langle \left( \begin{array}{c} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{\sqrt{3}}{3}\\ 0\\ \frac{\sqrt{3}}{3}\\ \frac{\sqrt{3}}{3} \end{array} \right) \rangle = \frac{2\cdot\sqrt{3}}{3}⟨v,s′2⟩=⟨(222−2),(−15151552⋅1515−1515)⟩=2⋅153\langle v, s'_2 \rangle = \langle \left( \begin{array}{c} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{15}}{15}\\ \frac{\sqrt{15}}{5}\\ \frac{2\cdot\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-\sqrt{15}}{15} \end{array} \right) \rangle = \frac{2\cdot\sqrt{15}}{3}⟨v,s′3⟩=⟨(222−2),(1551515−1515−2⋅1515)⟩=2⋅153\langle v, s'_3 \rangle = \langle \left( \begin{array}{c} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{\sqrt{15}}{5}\\ \frac{\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-2\cdot\sqrt{15}}{15} \end{array} \right) \rangle = \frac{2\cdot\sqrt{15}}{3}⟨v,s′4⟩=⟨(222−2),(033−3333)⟩=−2⋅33\langle v, s'_4 \rangle = \langle \left( \begin{array}{c} 2\\ 2\\ 2\\ -2 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 0\\ \frac{\sqrt{3}}{3}\\ \frac{-\sqrt{3}}{3}\\ \frac{\sqrt{3}}{3} \end{array} \right) \rangle = \frac{-2\cdot\sqrt{3}}{3}

Entonces, podremos escribir:

v=(2⋅332⋅1532⋅153−2⋅33)S′v = \left( \begin{array}{c} \frac{2\cdot\sqrt{3}}{3}\\ \frac{2\cdot\sqrt{15}}{3}\\ \frac{2\cdot\sqrt{15}}{3}\\ \frac{-2\cdot\sqrt{3}}{3} \end{array} \right)_{S'}





7.6 Cómo construimos una base ortonormal

En las secciones anteriores hemos usado bases ortogonales y ortonormales, pero cabe preguntarnos si la existencia de tales bases está asegurada. La respuesta nos la da el siguiente resultado:


Sea VV un espacio vectorial euclídeo de dimensión finita. Entonces VV tiene una base ortonormal.



La demostración de este resultado teórico realmente nos presenta un método constructivo que permite hallar una base ortonormal del espacio VV a partir de una base cualquiera.

Método de Ortonormalización de Gram-Schmidt

Consideremos una base ℬ={v1,…,vn}\mathcal{B} = \{v_1,\ldots,v_n\} en VV. Vamos a utilizar el método de Gram-Schmidt para construir una base ortonormal a partir de ella.

El proceso se divide en dos fases:


	En la primera fase, construiremos una base ortogonal ℬ′\mathcal{B}'.

	En un segundo paso, cada vector de ℬ′\mathcal{B}' se normaliza, de forma que obtendremos una base ortonormal.



Primera fase

El proceso del primer paso es incremental.

Llamamos u1=v1u_1 = v_1, el primer vector de la base ℬ\mathcal{B}.

Ahora consideramos el segundo vector v2v_2. Por un resultado teórico sobre las proyecciones que vimos antes, si llamamos 𝒰1=ℒ({u1})\mathcal{U}_1 = \mathcal{L}(\{u_1\}), entonces v2−proy𝒰1(v2)v_2 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_1}(v_2) es un vector ortogonal a U1U_1, en particular es ortogonal a u1u_1.

Llamemos entonces u2=v2−proy𝒰1(v2)u_2 = v_2 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_1}(v_2). Entonces, el sistema {u1,u2}\{u_1, u_2\} es ortogonal.

Llamamos ahora 𝒰2=ℒ({u1,u2})\mathcal{U}_2 = \mathcal{L}(\{u_1,u_2\}). Entonces, por el mismo motivo que antes, si llamamos u3=v3−proy𝒰2(v3)u_3 = v_3 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_2}(v_3), tenemos que u3u_3 es ortogonal a 𝒰2\mathcal{U}_2, luego {u1,u2,u3}\{u_1, u_2, u_3\} es un sistema ortogonal.

De esta forma, sucesivamente, en el paso mm, vamos construyendo 𝒰m=ℒ({u1,…,um})\mathcal{U}_m = \mathcal{L}(\{u_1,\ldots,u_m\}) y consideramos um+1=vm+1−proy𝒰m(vm+1)u_{m+1} = v_{m+1} - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_m}(v_{m+1}), que es un vector ortogonal a UmU_m y, por tanto, {u1,…,um+1}\{u_1,\ldots,u_{m+1}\} es un sistema ortogonal.

Una vez se haya completado el proceso, se habrá construido el conjunto ℬ′={u1,…,un}\mathcal{B}' = \{u_1,\ldots,u_n\}. Como estamos en un espacio VV de dimensión nn, y tenemos nn vectores ortogonales, luego linealmente independientes, éstos forman una base. Luego ℬ′\mathcal{B}' es una base ortogonal.

Segunda fase

La segunda fase es más sencilla, ya que implica únicamente normalizar cada vector de ℬ′\mathcal{B}'.

De esta forma, la base ortonormal es la formada por {u1∥u1∥,…,un∥un∥}\left\{\frac{u_1}{\|u_1\|}, \ldots, \frac{u_n}{\|u_n\|}\right\}



Ejemplo

Consideremos la base ℬ\mathcal{B} en ℝ4\mathbb{R}^{4} dada por

$$\mathcal{B} = \{v_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ -1\\ 1\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ -1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ -1\\ -1\\ 0 \end{array} \right) \right\}$$

Vamos a usar el método de Gram-Schmidt para encontrar una base ortonormal, a partir de ℬ\mathcal{B}.

Fase 1

Llamamos

u1=v1=(−100−1)u_1 = v_1 = \left(\begin{array}{c} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array}\right) 

A partir de este momento, procedemos de forma recursiva:


	Construimos: $$\mathcal{U}_1 = \mathcal{L}(\{u_1\}) = \mathcal{L}(\left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right) \right\})$$ Entonces $$\begin{array}{rcl}\mathrm{proy}_{\mathcal{U}_1}(v_2) & = & \frac{\langle v_2, u_1 \rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle} u_1 \\ & = & \frac{-1}{2} \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right)  \\ & = & \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0\\ 0\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right) \\\end{array}$$ Y llamamos $$u_2  = v_2 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_1}(v_2) = \left(\begin{array}{c} 0\\ -1\\ 1\\ 1 \end{array}\right)  - \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0\\ 0\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right)  =  \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ -1\\ 1\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right) $$

	Construimos: $$\mathcal{U}_2 = \mathcal{L}(\{u_1, u_2\}) = \mathcal{L}(\left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ -1\\ 1\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right) \right\})$$ Entonces $$\begin{array}{rcl}\mathrm{proy}_{\mathcal{U}_2}(v_3) & = & \frac{\langle v_3, u_1 \rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle} u_1+\frac{\langle v_3, u_2 \rangle}{\langle u_2, u_2 \rangle} u_2 \\ & = & \frac{0}{2} \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right) +\frac{1}{{\left.{  5}\right/{ 2}}} \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ -1\\ 1\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right)  \\ & = & \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  2}\right/{ 5}}\\ {\left.{  2}\right/{ 5}}\\ {\left.{  1}\right/{ 5}} \end{array} \right) \\\end{array}$$ Y llamamos $$u_3  = v_3 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_2}(v_3) = \left(\begin{array}{c} 0\\ -1\\ 0\\ 0 \end{array}\right)  - \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  2}\right/{ 5}}\\ {\left.{  2}\right/{ 5}}\\ {\left.{  1}\right/{ 5}} \end{array} \right)  =  \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  1}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  3}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  2}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 5}} \end{array} \right) $$

	Construimos: $$\mathcal{U}_3 = \mathcal{L}(\{u_1, u_2, u_3\}) = \mathcal{L}(\left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ -1\\ 1\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  1}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  3}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  2}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 5}} \end{array} \right) \right\})$$ Entonces $$\begin{array}{rcl}\mathrm{proy}_{\mathcal{U}_3}(v_4) & = & \frac{\langle v_4, u_1 \rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle} u_1+\frac{\langle v_4, u_2 \rangle}{\langle u_2, u_2 \rangle} u_2+\frac{\langle v_4, u_3 \rangle}{\langle u_3, u_3 \rangle} u_3 \\ & = & \frac{1}{2} \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right) +\frac{{\left.{  1}\right/{ 2}}}{{\left.{  5}\right/{ 2}}} \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ -1\\ 1\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right) +\frac{{\left.{  4}\right/{ 5}}}{{\left.{  3}\right/{ 5}}} \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  1}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  3}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  2}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 5}} \end{array} \right)  \\ & = & \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ -1\\ - {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ - {\left.{  2}\right/{ 3}} \end{array} \right) \\\end{array}$$ Y llamamos $$u_4  = v_4 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_3}(v_4) = \left(\begin{array}{c} -1\\ -1\\ -1\\ 0 \end{array}\right)  - \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ -1\\ - {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ - {\left.{  2}\right/{ 3}} \end{array} \right)  =  \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  2}\right/{ 3}}\\ 0\\ - {\left.{  2}\right/{ 3}}\\ {\left.{  2}\right/{ 3}} \end{array} \right) $$



Por tanto, la base ortogonal a la que llegamos es

$$\mathcal{B}' = \{u_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ -1\\ 1\\ {\left.{  1}\right/{ 2}} \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} {\left.{  1}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  3}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  2}\right/{ 5}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 5}} \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  2}\right/{ 3}}\\ 0\\ - {\left.{  2}\right/{ 3}}\\ {\left.{  2}\right/{ 3}} \end{array} \right) \right\}$$

Fase 2

Ahora debemos multiplicar cada vector uiu_i en ℬ′\mathcal{B}' por el inverso de su norma, y llegamos a los vectores 1∥ui∥ui\frac{1}{\|u_i\|}u_i, que nos forman la base ortonormal siguiente:

ℬ′′={12(−100−1),1102(−12−1112),1155(15−35−25−15),12⋅33(−230−2323)}=={(−2200−22),(−1010−1051051010),(1515−155−2⋅1515−1515),(−330−3333)}\begin{array}{rcl}\mathcal{B}\prime\prime & = & \left\{\frac{1}{\sqrt{2}}\left( \begin{array}{c} -1\\ 0\\ 0\\ -1 \end{array} \right), \frac{1}{\frac{\sqrt{10}}{2}}\left( \begin{array}{c} \frac{-1}{2}\\ -1\\ 1\\ \frac{1}{2} \end{array} \right), \frac{1}{\frac{\sqrt{15}}{5}}\left( \begin{array}{c} \frac{1}{5}\\ \frac{-3}{5}\\ \frac{-2}{5}\\ \frac{-1}{5} \end{array} \right), \frac{1}{\frac{2\cdot\sqrt{3}}{3}}\left( \begin{array}{c} \frac{-2}{3}\\ 0\\ \frac{-2}{3}\\ \frac{2}{3} \end{array} \right)\right\} = \\ & = & \left\{\left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{2}}{2}\\ 0\\ 0\\ \frac{-\sqrt{2}}{2} \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{10}}{10}\\ \frac{-\sqrt{10}}{5}\\ \frac{\sqrt{10}}{5}\\ \frac{\sqrt{10}}{10} \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-\sqrt{15}}{5}\\ \frac{-2\cdot\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-\sqrt{15}}{15} \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{3}}{3}\\ 0\\ \frac{-\sqrt{3}}{3}\\ \frac{\sqrt{3}}{3} \end{array} \right)\right\} \\\end{array}





7.7 Qué es una matriz ortogonal y una aplicación ortogonal

Definición (Matriz ortogonal)  Una matriz cuadrada QQ se llama ortogonal si QtQ=IQ^{\text{t}}Q = I o, equivalentemente, Q−1=QtQ^{-1} = Q^{\text{t}}.

Es decir, una matriz ortogonal es aquella cuya inversa es su propia traspuesta.


Una matriz A∈ℳn(ℝ)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{R}) es ortogonal si, y sólo si, sus columnas forman una base ortonormal de ℝn\mathbb{R}^n.




Sea AA una matriz ortogonal. Entonces det(A)=±1\mathrm{det}(A) = \pm 1.



Definición (Endomorfismo ortogonal)  Un endomorfismo f:V→Vf:V\to V se llama ortogonal si respeta el producto escalar, es decir, si ⟨⋅,⋅⟩\langle\cdot,\cdot\rangle es el producto escalar en VV, entonces ⟨f(u),f(v)⟩=⟨u,v⟩\langle f(u), f(v) \rangle = \langle u, v \rangle para todo u,v∈Vu,v\in V.

Como la aplicación ortogonal conserva el producto escalar, también conserva todas las cantidades que hemos definido a partir de él: la norma, la distancia y el ángulo entre vectores de VV: ∥f(v)∥=∥v∥\|f(v)\| = \|v\|, d(f(u),f(v))=d(u,v)d(f(u), f(v)) = d(u,v) y ang(f(u),f(v))=ang(u,v)\mathrm{ang}(f(u),f(v)) = \mathrm{ang}(u, v) para todo u,v∈Vu,v\in V.


Una aplicación f:V→Vf:V\to V es ortogonal si, y sólo si, la imagen de toda base ortonormal es de nuevo una base ortonormal de VV.



¿Qué relación existe entre matrices ortogonales y aplicaciones ortogonales?


Sea f:V→Vf:V\to V una aplicación lineal y sea AA su matriz asociada respecto a una base ortonormal de VV. Entonces ff es ortogonal si, y solo si, la matriz AA es ortogonal.





Ejemplo

Como hemos comentado, si tomamos una base ortonormal y ponemos sus vectores por columnas, nos forman una matriz ortogonal. Por tanto, podemos considerar la base ℬ′′\mathcal{B}\prime\prime del ejemplo anterior, y construir la matriz ortogonal asociada:

Q=(−2200−22−1010−10510510101515−155−2⋅1515−1515−330−3333)Q = \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{2}}{2}\\ 0\\ 0\\ \frac{-\sqrt{2}}{2} \end{array}   \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{10}}{10}\\ \frac{-\sqrt{10}}{5}\\ \frac{\sqrt{10}}{5}\\ \frac{\sqrt{10}}{10} \end{array}   \begin{array}{c} \frac{\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-\sqrt{15}}{5}\\ \frac{-2\cdot\sqrt{15}}{15}\\ \frac{-\sqrt{15}}{15} \end{array}   \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{3}}{3}\\ 0\\ \frac{-\sqrt{3}}{3}\\ \frac{\sqrt{3}}{3} \end{array} \right)

Es fácil comprobar que, en este caso, QtQ=IQ^{\text{t}}\ Q = I.

Hay otros ejemplos de matrices ortogonales. En particular, una tipología concreta de matrices ortogonales en ℝ2\mathbb{R}^2 es muy utilizada en la práctica. Llamemos: R(α)=(cos(α)sin(α)−sin(α)cos(α))R(\alpha) = \left(
\begin{array}{cc}
\cos(\alpha) & \sin(\alpha) \\
-\sin(\alpha) & \cos(\alpha) \\
\end{array}\right)

Son las denominadas matrices de rotación. Están asociadas a la aplicación lineal que representa un giro o rotación de α\alpha radianes en sentido positivo (antihorario) alrededor del origen de coordenadas.

Así (x′y′)=R(α)(xy)
\left(
\begin{array}{c}
x' \\ y' \\
\end{array}\right) = R(\alpha)\left(
\begin{array}{c}
x \\ y \\
\end{array}\right) son las coordenadas del vector girado, en función de las coordenadas del vector original.

Estas matrices de rotación se pueden extender a dimensiones superiores. Por ejemplo, en ℝ3\mathbb{R}^3, la rotación de α\alpha radianes alrededor del eje XX se representa mediante la matriz ortogonal R(α)=(1000cos(α)sin(α)0−sin(α)cos(α))R(\alpha) = \left(
\begin{array}{ccc}
1 & 0 & 0 \\
0 & \cos(\alpha) & \sin(\alpha) \\
0 & -\sin(\alpha) & \cos(\alpha) \\
\end{array}\right)






7.8 Qué es la diagonalización ortogonal

Recordemos la definición de endomorfismo o de matriz diagonalizable. Una aplicación lineal f:V→Vf:V\to V es diagonalizable si y solo si existe una base de VV formada por autovectores de ff, lo cual equivale a que la representación matricial de ff en dicha base sea una matriz diagonal DD. En representación matricial, esto se traduce en que una matriz A∈ℳn(ℝ)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{R}) es diagonalizable si y solo si, existe una matriz regular PP tal que D=P−1APD = P^{-1}\ A\ P. Las columnas de PP están formadas por los autovectores de la base de la definición.

Veamos cómo influye el hecho de tener bases ortonormales en un espacio euclídeo en la diagonalización, lo que da lugar a la denominada diagonalización ortogonal.

Definición (Aplicación diagonalizable ortogonalmente)  Diremos que una aplicación lineal f:V→Vf:V\to V es diagonalizable ortogonalmente si y solo si existe una base ortonormal en VV formada por autovectores de ff.

Definición (Matriz diagonalizable ortogonalmente)  En matrices, una matriz AA se dice diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz PP ortogonal tal que D=PtAPD = P^{\text{t}}\ A\ P, donde DD, la matriz asociada a ff en la base de autovectores, es diagonal con autovalores en la diagonal principal.



Ejemplo

Consideremos la matriz AA dada por

$$A = \left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) $$

asociada a un endomorfismo f:ℝ4→ℝ4f:\mathbb{R}^{4} \to \mathbb{R}^{4} en la base canónica.

Si tomamos la base

ℬ={(0100),(0010),(0001),(1000)}\mathcal{B} = \left\{\left( \begin{array}{c} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 1\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right)\right\}

resulta ser una base ortonormal formada por autovectores de ff (en la siguiente sección detallaremos el proceso completo).

Por tanto, esta matriz (y el endomorfismo ff) es diagonalizable ortogonalmente. De hecho, si consideramos como matriz PP la del cambio de base de ℬ\mathcal{B} a la canónica, podemos calcular la expresión diagonal, teniendo en cuenta que PP es una matriz ortogonal:

$$\begin{array}{rcl}D &\!\! = &\!\! P^{\text{t}}\ A\ P = \\  &\!\! = &\!\! \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 0 & 0 & 1\\ 1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0 \end{array} \right) ^{\text{t}} \left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right)  \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 0 & 0 & 1\\ 1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0 \end{array} \right)  \\  &\!\! = &\!\! \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & -1 \end{array} \right) \end{array}$$

donde podemos comprobar que los elementos de la diagonal de DD son autovalores de AA.





7.9 Qué matrices son diagonalizables ortogonalmente

Supongamos una matriz A∈ℳn(ℝ)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{R}) que sea diagonalizable ortogonalmente, es decir, tal que existe PP ortogonal con PtAP=DP^{\text{t}}\ A\ P = D una matriz diagonal.

Como DD es diagonal, en particular tenemos que Dt=DD^{\text{t}} = D, luego: PtAP=D=Dt=(PtAP)t=PtAt(Pt)t=PtAtPP^{\text{t}}\ A\ P = D = D^{\text{t}} = (P^{\text{t}}\ A\ P)^{\text{t}} = P^{\text{t}}\ A^{\text{t}}\ \left(P^{\text{t}}\right)^{\text{t}} = P^{\text{t}}\ A^{\text{t}}\ P Luego, multiplicando por PP a la izquierda en los extremos de la igualdad, y por PtP^{\text{t}} en la derecha, recordando que PP es una matriz ortogonal, llegamos a que A=AtA = A^{\text{t}}.

Esto significa que:


Si una matriz A∈ℳn(ℝ)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{R}) es diagonalizable ortogonalmente, entonces es simétrica.



Por tanto, una matriz no simétrica podrá ser diagonalizable (dependiendo de si cumple los criterios ya estudiados), pero nunca puede ser diagonalizable ortogonalmente.

Podemos estudiar entonces algunas de las propiedades de las matrices simétricas en lo que se refiere a diagonalización:


Sea A∈ℳn(ℝ)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{R}) una matriz simétrica. Entonces:


	Todos los autovalores de AA son reales.

	Si λ1\lambda_1 y λ2\lambda_2 son dos autovalores distintos, y sus subespacios asociados son Uλ1U_{\lambda_1} y Uλ2U_{\lambda_2}, respectivamente, entonces Uλ1U_{\lambda_1} es ortogonal a Uλ2U_{\lambda_2}.

	La multiplicidad geométrica de cada autovalor de AA coincide con su multiplicidad algebraica.





En consecuencia


Una matriz A∈ℳn(ℝ)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{R}) es diagonalizable ortogonalmente si y solo si es simétrica.



¿Cómo diagonalizamos ortogonalmente una matriz simétrica?

El procedimiento es idéntico al que se conoce para diagonalizar una matriz cualquiera, con las siguientes puntualizaciones:


	Al ser una matriz simétrica, tenemos asegurada que es diagonalizable (incluso ortogonalmente).

	Al calcular la base del subespacio asociado a un autovalor λ\lambda, podemos hacer un paso extra, usando el método de Gram-Schmidt, para tener dicha base en forma ortonormal.

	Al finalizar, al igual que hacíamos en la digonalización estándar, podemos unir todas las bases de los distintos subespacios asociados a los autovalores y tenemos una base ortonormal del espacio vectorial VV.



De forma esquemática, incluyendo todo lo que conocemos de diagonalización, queda:


	Calcular el polinomio característico p(λ)p(\lambda) de AA, y sus raíces, los autovalores de AA. Sean λ1,…,λk\lambda_1,\ldots,\lambda_k los autovalores.

	Para cada autovalor λ\lambda:

	Determinar una base ℬλ\mathcal{B}_{\lambda} del subespacio propio UλU_{\lambda}.

	Aplicar el método de Gram-Schmidt a ℬλ\mathcal{B}_{\lambda} para obtener una base _ortonormal de UλU_{\lambda} a la que llamaremos ℬ′λ\mathcal{B}'_{\lambda}.




	Llamamos ℬ=ℬ′λ1∪…∪ℬ′λk\mathcal{B} = \mathcal{B}'_{\lambda_1}\cup\ldots\cup\mathcal{B}'_{\lambda_k}. Entonces ℬ\mathcal{B} es una base ortonormal de VV. Además, la matriz PP de cambio de base de ℬ\mathcal{B} a la canónica es una matriz ortogonal, tiene por columnas las coordenadas de los vectores de ℬ\mathcal{B}, y verifica que D=PtAPD = P^{\text{t}}\ A\ P es una matriz diagonal con los autovalores en la diagonal principal (con multiplicidades incluidas).





Ejemplo

Consideremos la matriz

$$A = \left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) $$

Como es simétrica, es diagonalizable ortogonalmente. Vamos a seguir los pasos vistos para encontrar su forma diagonal y la base ortonormal de autovectores.

Paso 1: Encontrar los autovalores de AA

Para calcular los autovalores de AA, comenzamos por construir su polinomio característico:

$$\begin{array}{rcl}p(\lambda) & = & \mathrm{det}(A - \lambda\ I) = \\ & = & \mathrm{det}\left(\left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right)  - \lambda \left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \right) = \\ & = & \mathrm{det}\left( \begin{array}{cccc@{}} -1-\lambda & 0 & 0 & 0\\ 0 & -\lambda & 0 & 0\\ 0 & 0 & -\lambda & 0\\ 0 & 0 & 0 & -\lambda \end{array} \right)  \\ & = & \lambda^{4}+\lambda^{3}\end{array}$$

Igualándolo a 0 y resolviendo la ecuación que queda, llegamos a que los autovalores son: λ=0,−1\lambda = 0, -1, ya que:

p(λ)=λ3⋅(λ+1)p(\lambda) = \lambda ^{3}\cdot (\lambda +1)

Paso 2: Encontrar una base ortonormal de cada subespacio propio

Recorremos ahora cada autovalor, encontrando una base del subespacio propio asociado, y ortonormalizándola usando el método de Gram-Schmidt.


	Para el autovalor $= 0 ::$\begin{array}{rcl}(A - 0 I)\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = 0& \Leftrightarrow & \left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = 0 \Leftrightarrow \\& \Leftrightarrow & \left\{\begin{array}{rrrrcr} -x &  &  &  & = & 0\\   &   &   & 0 & = & 0\\   &   &   & 0 & = & 0\\   &   &   & 0 & = & 0\\ \end{array}\right. \\\end{array}$$



Resolvemos este sistema por Gauss-Jordan, encontrando la forma paramétrica de U0U_{ 0 }: (−10000000000000000000)∼(−10000000000000000000)\left( \begin{array}{cccc|c} -1 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc|c} -1 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) ⇒(xyzt)=α(0100)+β(0010)+γ(0001)\Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array}\right) {}+\gamma\left(\begin{array}{c} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}

Luego una base de U0U_{ 0 } será: $$\mathcal{B}_{U_{0}} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$ El siguiente paso es ortonormalizar esta base, mediante el método de Gram-Schmidt. Llamemos viv_i a los vectores de esta base hallada. Llamamos u1=v1=(0100)u_1 = v_1 = \left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array}\right)  Procedemos con el resto de vectores:

Construimos: $$\mathcal{U}_1 = \mathcal{L}(\{u_1\}) = \mathcal{L}(\left\{\left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) \right\})$$ Entonces $$\mathrm{proy}_{\mathcal{U}_1}(v_2)  = \frac{\langle v_2, u_1 \rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle} u_1  =  \frac{0}{1} \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right)   = \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right) $$ Y llamamos $$u_2  = v_2 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_1}(v_2) = \left(\begin{array}{c} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array}\right)  - \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right)  =  \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) $$ Construimos: $$\mathcal{U}_2 = \mathcal{L}(\{u_1, u_2\}) = \mathcal{L}(\left\{\left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) \right\})$$ Entonces $$\mathrm{proy}_{\mathcal{U}_2}(v_3)  = \frac{\langle v_3, u_1 \rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle} u_1+\frac{\langle v_3, u_2 \rangle}{\langle u_2, u_2 \rangle} u_2  =  \frac{0}{1} \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) +\frac{0}{1} \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right)   = \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right) $$ Y llamamos $$u_3  = v_3 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_2}(v_3) = \left(\begin{array}{c} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array}\right)  - \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right)  =  \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) $$

Y así hemos llegado a un sistema ortogonal formado por los vectores uiu_i. Debemos normalizar ahora los vectores de este sistema ortogonal que tenemos, multiplicando cada uno por el inverso de su norma, llegando a la siguiente base ortonormal de U0U_{ 0 }. ℬ′U0={11(0100),11(0010),11(0001)}={(0100),(0010),(0001)}\mathcal{B}'_{U_{0}} = \left\{\frac{1}{1}\left( \begin{array}{c} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right), \frac{1}{1}\left( \begin{array}{c} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right), \frac{1}{1}\left( \begin{array}{c} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right)\right\} = \left\{\left( \begin{array}{c} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right)\right\}


	Para el autovalor $= -1 ::$\begin{array}{rcl}(A + 1 I)\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = 0& \Leftrightarrow & \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = 0 \Leftrightarrow \\& \Leftrightarrow & \left\{\begin{array}{rrrrcr}   &   &   & 0 & = & 0\\  & y &  &  & = & 0\\  &  & z &  & = & 0\\  &  &  & t & = & 0\\ \end{array}\right. \\\end{array}$$



Resolvemos este sistema por Gauss-Jordan, encontrando la forma paramétrica de U−1U_{ -1 }: (00000010000010000010)∼(01000001000001000000)\left( \begin{array}{cccc|c} 0 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 1 & 0 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc|c} 0 & 1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) ⇒(xyzt)=α(1000)\Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 1\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array}\right) {}

Luego una base de U−1U_{ -1 } será: $$\mathcal{B}_{U_{-1}} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right) \right\}$$

Como solo tenemos un vector en la base, ya forma un sistema ortogonal. Debemos normalizar ahora los vectores de este sistema ortogonal que tenemos, multiplicando cada uno por el inverso de su norma, llegando a la siguiente base ortonormal de U−1U_{ -1 }. ℬ′U−1={11(1000)}={(1000)}\mathcal{B}'_{U_{-1}} = \left\{\frac{1}{1}\left( \begin{array}{c} 1\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right)\right\} = \left\{\left( \begin{array}{c} 1\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right)\right\}

Paso 3: Hallar una base ortonormal formada por autovectores

Definimos

ℬ=ℬ′U0∪ℬ′U−1={(0100),(0010),(0001),(1000)}\mathcal{B} = \mathcal{B}'_{U_{0}} \cup \mathcal{B}'_{U_{-1}} = \left\{\left( \begin{array}{c} 0\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 0\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} 1\\ 0\\ 0\\ 0 \end{array} \right)\right\}

Es una base ortonormal de ℝ4\mathbb{R}^{4}, formada únicamente por autovectores de la matriz AA.

Además, la matriz PP del cambio de base de esta base ℬ\mathcal{B} a la canónica, formada por los vectores de ℬ\mathcal{B} puestos por columnas, es ortogonal y nos proporciona la relación entre AA y la matriz diagonal DD de los autovalores: 

$$\begin{array}{rcl}D &\!\! = &\!\! P^{\text{t}}\ A\ P = \\ &\!\! = &\!\! \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 1\\ 1 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \ \left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \ \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 0 & 0 & 1\\ 1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0 \end{array} \right)  \\ &\!\! = &\!\! \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & -1 \end{array} \right) \end{array}$$

Recordemos que en la diagonal de DD se encuentran los autovalores (en el mismo orden en que se han puesto los autovectores en las columnas de PP), con sus respectivas multiplicidades.
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8 Diagonalización

En este capítulo nos vamos a centrar en el estudio de endomorfismos, es decir, de aplicaciones lineales f:V→Vf:V\to V donde el dominio y el codominio son el mismo espacio vectorial sobre un cuerpo 𝕂\mathbb{K} (generalmente 𝕂=ℝ\mathbb{K} = \mathbb{R} o 𝕂=ℂ\mathbb{K} = \mathbb{C}).

Una de las propiedades que hemos estudiado es que si tenemos una base ℬ\mathcal{B} fija en VV, entonces podemos encontrar una matriz AA, asociada a ff, tal que podemos expresar las coordenadas de f(v)f(v) en dicha base como AvA\ v, sea cual sea v∈Vv\in V.

¿Qué ocurre si fijamos otra base distinta ℬ′\mathcal{B}' en VV?

En ese caso, la matriz asociada al endomorfismo ff será A′=P−1APA' = P^{-1}\ A\ P, donde PP es la matriz de cambio de base de ℬ′\mathcal{B'} a ℬ\mathcal{B}.

Esta relación especial entre AA y A′A' tiene nombre: son matrices semejantes.

Definición (Matrices semejantes)  Dos matrices A,A′∈ℳn(𝕂)A,A'\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) se dicen semejantes si existe P∈ℳn(𝕂)P\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) regular tal que A′=P−1APA'=P^{-1}\ A\ P.

Esto tiene implicaciones como que los cálculos que podamos necesitar hacer con un endomorfismo, como calcular su núcleo y su imagen, o los que veremos en este tema, lo podemos hacer con cualquiera de sus matrices asociadas, respecto a diferentes bases, ya que son todas semejantes.

Sin embargo, para ciertas operaciones, podremos necesitar tener una matriz asociada a ff lo más simple posible. ¿Qué entendemos por una matriz simple? Una matriz diagonal.

La diagonalización es el proceso por el cual pretendemos encontrar una base ℬ\mathcal{B} de VV tal que la matriz asociada a un endomorfismo ff sea diagonal.

Definición (Endomorfismo diagonalizable)  Un endomorfismo f:V→Vf:V\to V se dice diagonalizable si existe una base de VV donde la matriz asociada a ff es diagonal.

No todos los endomorfismos serán diagonalizables, así que veremos cuándo podremos asegurar que sí lo son, y el mecanismo para encontrar la forma diagonal de la matriz asociada al endomorfismo.

Nota: A menudo, abusaremos de la notación y usaremos indistintamente vv para designar a un vector o a sus coordenadas con respecto a la base canónica.



Ejemplo

Consideremos el siguiente endomorfismo f:ℝ3→ℝ3f:\mathbb{R}^{3}\to\mathbb{R}^{3}, dado por

f(xyz)=(xyz)f\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ \end{array}\right)

Es claro que su matriz asociada en la base canónica es:

$$A = \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) $$

Si consideramos la siguiente base:

$$\mathcal{B} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

entonces la matriz de cambio de ℬ\mathcal{B} a la canónica 𝒞\mathcal{C} es:

$$P = \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) $$

y la matriz asociada a ff en la nueva base es:

$$\begin{array}{rcl}A' & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) ^{-1}\ \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \ \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right)  = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \end{array}$$

En este capítulo, veremos el método para hallar esa descomposición, la base y la matriz diagonal.



¿Qué preguntas vamos a responder en este capítulo?


	¿Qué son los autovalores de un endomorfismo y de una matriz?

	¿Cómo calculamos los autovectores asociados a un autovalor?

	¿Cómo sabemos si un endomorfismo o una matriz es diagonalizable?

	¿Si una matriz es diagonalizable, cómo podemos hallar sus potencias?

	¿Para qué podemos utilizar el Teorema de Cayley-Hamilton?




8.1 Qué son los autovalores de un endomorfismo y de una matriz

Definición (Autovalor y autovector)  Consideremos un endomorfismo f:V→Vf:V\to V. Diremos que un valor λ∈𝕂\lambda\in\mathbb{K} es un autovalor (o valor propio) de ff si existe un vector no nulo v∈Vv\in V tal que f(v)=λvf(v) = \lambda\ v. A ese vv se le denomina autovector (o vector propio) asociado a λ\lambda.

Nota: Eliminamos la posibilidad de que vv sea nulo en la definición, porque sabemos que f(0)=0f(0) = 0 en cualquier aplicación lineal, así que no nos proporcionaría información alguna.

Intuitivamente, un autovector vv es un vector no nulo que, al aplicarle ff, su imagen f(v)f(v) es proporcional a él mismo, y la constante de proporcionalidad es el autovalor λ\lambda.

Si consideramos una matriz AA asociada a ff, la condición f(v)=λvf(v) = \lambda\ v se puede reescribir como Av=λvA\ v = \lambda\ v.

Podemos generalizar entonces esta definición a matrices cuadradas:

Definición (Autovalor y autovector de una matriz cuadrada)  Un escalar λ\lambda se llama autovalor o valor propio de una matriz A∈ℳn(𝕂)A\in\mathcal{M}_n(\mathbb{K}) si existe v∈𝕂nv\in\mathbb{K}^{n} no nulo, llamado autovector o vector propio asociado a λ\lambda, tal que Av=λvA\ v = \lambda\ v.

Nos falta comprobar si hay alguna incoherencia en las definiciones: si distintas matrices asociadas a un mismo endomorfismo tuvieran distintos autovalores, eso sería un problema de la definición. Sin embargo, el siguiente resultado nos asegura que esto no puede ser así:


Si dos matrices AA y A′A' son semejantes, entonces tienen los mismos autovalores.



Podemos decir entonces que:


Si λ\lambda es un autovalor de ff, entonces lo es de cualquiera de sus matrices asociadas en diferentes bases, y esto es debido a su relación de semejanza.



Esto significa que si queremos calcular los autovalores de un endomorfismo ff, basta con calcularlos para cualquiera de sus matrices asociadas, en particular para su matriz asociada en la base canónica, la más sencilla de encontrar.

¿Cómo podemos encontrar los autovalores de un endomorfismo o de su matriz asociada?

Para encontrar los autovalores de un endomorfismo, siempre partiremos de una matriz asociada al mismo. Por tanto, explicaremos cómo calcular los autovalores de una matriz cuadrada, y eso nos bastará para encontrar los del endomorfismo, por lo comentado anteriormente.

La condición para ser λ∈𝕂\lambda\in\mathbb{K} un autovalor es que exista v∈Vv\in V tal que Av=λvA\ v = \lambda\ v.

Esto es equivalente a Av−λv=0A\ v - \lambda v = 0, es decir, Av−λIv=0A\ v - \lambda\ I\ v = 0, siendo II la matriz identidad del mismo tamaño que vv. En forma compacta, podemos decir que λ\lambda es autovalor de AA si existe vv tal que (A−λI)v=0(A-\lambda\ I)\ v = 0.

Es decir, vv debe ser solución del siguiente sistema homogéneo: (A−λI)x=0(A-\lambda\ I)\ x = 0.

Recordemos que un sistema homogéneo tiene siempre solución. Estamos interesados en soluciones distintas del vector 0, puesto que hemos impuesto en la definición de autovector que sea un vector no nulo.

¿Qué condición tenemos para saber que un sistema homogéneo es compatible indeterminado? Pues que la matriz de coeficientes del sistema sea singular, es decir, tenga determinante igual a 0.

En este caso, la matriz de coeficientes del sistema es A−λIA-\lambda\ I, así que tendremos soluciones distinta de la trivial si det(A−λI)=0\mathrm{det}(A-\lambda\ I) = 0.

Hay que notar que la expresión det(A−λI)\mathrm{det}(A-\lambda\ I) depende de λ\lambda, así que realmente estamos buscando los valores de λ\lambda que hacen que det(A−λI)=0\mathrm{det}(A-\lambda\ I) = 0.

Definición (Polinomio característico)  Llamamos polinomio característico de la matriz AA a p(λ)=det(A−λI)p(\lambda) = \mathrm{det}(A-\lambda\ I), y ecuación característica a det(A−λI)=0\mathrm{det}(A-\lambda\ I) = 0.

Por tanto, los autovalores de una matriz AA son soluciones a la ecuación característica, es decir, las raíces del polinomio característico.



Ejemplo

Vamos a calcular los autovalores del endomorfismo f:ℝ3→ℝ3f:\mathbb{R}^{3}\to\mathbb{R}^{3}, dado por

f(xyz)=(xyz)f\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ \end{array}\right)

del ejemplo anterior.

Sabemos que su matriz asociada en la base canónica es:

$$A = \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) $$

Definimos entonces el polinomio característico como:

$$\begin{array}{rcl}p(\lambda) & = & \mathrm{det}(A - \lambda\ I) = \\ & = & \mathrm{det}\left(\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right)  - \lambda \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \right) = \\ & = & \mathrm{det}\left( \begin{array}{ccc@{}} 1-\lambda & 0 & 0\\ 0 & 1-\lambda & 0\\ 0 & 0 & 1-\lambda \end{array} \right) \end{array}$$

Si desarrollamos el determinante, nos queda como polinomio característico:

p(λ)=λ3−3λ2+3λ−1p(\lambda) = \lambda^{3}-3\lambda^{2}+3\lambda-1

Igualándolo a 0, tenemos la ecuación característica λ3−3λ2+3λ−1=0\lambda^{3}-3\lambda^{2}+3\lambda-1 = 0, que podemos resolver (generalmente se podrá factorizar de forma simple o usando Ruffini) y nos quedan las siguientes soluciones: λ=1\lambda = 1. Esta última solución es raíz doble, ya que:

p(λ)=(λ−1)3p(\lambda) = (\lambda -1)^{3}

Por tanto, λ=1\lambda = 1 son autovalores de la matriz AA y del endomorfismo ff.





8.2 Cómo calculamos los autovectores asociados a un autovalor

Acabamos de ver que los autovectores asociados a un autovalor λ\lambda son soluciones no triviales del sistema homogéneo (A−λI)x=0(A-\lambda\ I)x = 0.

También sabemos que las soluciones de un sistema homogéneo forman un subespacio vectorial. Por tanto, el conjunto de autovectores asociado a un autovalor λ\lambda es un subespacio vectorial que llamamos subespacio asociado al autovalor λ\lambda. Generalmente, denotaremos UλU_{\lambda} al subespacio asociado al autovalor λ\lambda.

En ocasiones, se denomina subespacio invariante por ff a UλU_{\lambda}, puesto que f(Uλ)⊆Uλf(U_{\lambda}) \subseteq U_{\lambda}.

Como con cualquier subespacio vectorial, para tener perfectamente determinado a UλU_{\lambda} nos basta con dar una base suya que, evidentemente, estará formada por autovectores asociados a λ\lambda.

En este caso, podemos partir de las ecuaciones cartesianas de UλU_{\lambda}, que son el sistema (A−λI)x=0(A-\lambda\ I)\ x = 0, y encontrar una base suya, como ya hemos visto en el capítulo de espacios vectoriales.



Ejemplo

Retomamos el endomorfismo ff de los ejemplos anteriores. Calculemos los subespacios asociados a los distintos autovalores:


	Para el autovalor $= 1 ::$\begin{array}{rcl}(A -1 I)\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = 0 & \Leftrightarrow & \left( \begin{array}{ccc@{}} 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = 0 \Leftrightarrow\quad\\& \Leftrightarrow &\left\{\begin{array}{rrrcr}   &   & 0 & = & 0\\   &   & 0 & = & 0\\   &   & 0 & = & 0\\ \end{array}\right. \\\end{array}$$



Resolvemos este sistema por Gauss-Jordan, encontrando la forma paramétrica de su conjunto solución, que es U1U_{ 1 }: (000000000000)∼(000000000000)\left( \begin{array}{ccc|c} 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{ccc|c} 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) ⇒(xyz)=α(100)+β(010)+γ(001)\Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 1\\ 0\\ 0 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ 0 \end{array}\right) {}+\gamma\left(\begin{array}{c} 0\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}

De aquí que una base de U1U_{ 1 } sea: $$\mathcal{B}_{U_{1}} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Los vectores de las bases encontradas, así como cualquiera de sus múltiplos, son autovectores asociados al correpondiente autovalor λ\lambda.





8.3 Cómo sabemos si un endomorfismo o una matriz es diagonalizable

Una vez que sabemos cómo hallar los autovalores y los autovectores de una matriz y de un endomorfismo, vamos a plantearnos cómo utilizarlos para saber si podemos encontrar una base ℬ\mathcal{B} del espacio VV tal que la matriz asociada al endomorfismo ff es diagonal. Es decir, nos planteamos el estudio de si ff es diagonalizable.

El principal resultado teórico que necesitamos es el siguiente:


Caracterización de diagonalizable: Un endomorfismo f:V→Vf:V\to V es diagonalizable si y sólo si existe una base ℬ\mathcal{B} de VV formada únicamente por autovectores de ff. En ese caso, la matriz asociada DD en esa base es diagonal y tiene en su diagonal principal los autovalores de ff. Además, la matriz de cambio de base Pℬ→𝒞P_{\mathcal{B}\to\mathcal{C}} (formada por los vectores de ℬ\mathcal{B} por columnas) verifica: Pℬ→𝒞−1APℬ→𝒞=DP_{\mathcal{B}\to\mathcal{C}}^{-1}\ A\ P_{\mathcal{B}\to\mathcal{C}} = D o, equivalentemente, A=P𝒞→ℬ−1DP𝒞→ℬA = P_{\mathcal{C}\to\mathcal{B}}^{-1}\ D\ P_{\mathcal{C}\to\mathcal{B}}



Este resultado proporciona mucha información: nos dice que para que sea diagonalizable un endomorfismo (o una matriz), necesitamos una base de VV formada por únicamente autovectores, y que la matriz diagonal asociada tendrá a los autovalores en la diagonal principal.

Nos preguntamos entonces bajo qué condiciones podemos asegurar que tenemos una base de VV formada enteramente por autovectores.

El siguiente resultado es de gran ayuda:


Autovectores asociados a distintos autovalores son linealmente independientes.



Supongamos que llamamos λ1,…,λk\lambda_1,\ldots,\lambda_k a los autovalores de un endomorfismo o de una matriz, y Uλ1,…,UλkU_{\lambda_1},\ldots,U_{\lambda_k} a los subespacios asociados a los autovalores. Supongamos que todos los λi\lambda_i son distintos unos de otros.

El resultado anterior me asegura que si i≠ji\ne j, entonces los vectores de las bases de UλiU_{\lambda_i} y de UλjU_{\lambda_j} son linealmente independientes.

Llamamos ℬ=ℬUλ1∪…∪ℬUλk\mathcal{B} = \mathcal{B}_{U_{\lambda_1}}\cup \ldots\cup\mathcal{B}_{U_{\lambda_k}}, es un sistema linealmente independiente por lo que acabamos de comentar. Si, además, ℬ\mathcal{B} tuviera nn elementos, puesto que dim(V)=n\mathrm{dim}(V) = n, entonces ℬ\mathcal{B} sería una base de VV (recordemos que una base es un sistema linealmente independiente con tantos elementos como la dimensión del espacio vectorial).

Por tanto, si unimos todas las bases de los subespacios asociados a los autovalores, y tenemos tantos elementos como la dimensión del espacio VV, entonces se verifica todo lo anterior: el endomorfismo (y sus matrices asociadas) son diagonalizables. Esto es así porque entonces se verificaría: V=Uλ1+…+UλkV = U_{\lambda_1} + \ldots + U_{\lambda_k}

La primera consecuencia de esto es:


Si una matriz o un endomorfismo tienen exactamente nn autovalores distintos, entonces es diagonalizable.



Esto es así porque cada uno de los nn autovalores tendría un subespacio asociado cuya base es linealmente independiente de la base de los demás subespacios. Esto solo podría suceder si cada una de las nn bases ℬUλi\mathcal{B}_{U_{\lambda_i}}, (i=1,…,ni = 1,\ldots,n) solo tiene un elemento, es decir, si dim(Uλi)=1\mathrm{dim}(U_{\lambda_i}) = 1 para todo i=1,…,ni=1,\ldots,n. Si no fuera así, acabaríamos con más de nn vectores linealmente independientes en VV, lo cual es imposible.

Entonces ℬ\mathcal{B}, definida como la unión de las bases mencionadas, tiene exactamente nn elementos. Esto nos demuestra que la matriz o el endomorfismo con nn autovalores distintos es diagonalizable.

Pero ¿qué pasa cuando no tenemos nn autovalores distintos?

Es de gran importancia conocer, para todo i=1,…,ki = 1,\ldots,k, la dimensión del subespacio asociado al autovalor λi\lambda_i.

Definición (Multiplicidad geométrica)  Llamaremos multiplicidad geométrica del autovalor λ\lambda a mg(λ)=dim(Uλi)\mathrm{m_g}(\lambda) = \mathrm{dim}(U_{\lambda_i}).

Se tiene el siguiente resultado:


Para todo autovalor λ\lambda de un endomorfismo o de una matriz, se tiene que 1≤mg(λ)≤ma(λ)1\le\mathrm{m_g}(\lambda)\le\mathrm{m_a}(\lambda) donde mg(λ)\mathrm{m_g}(\lambda) es su multiplicidad geométrica y ma(λ)\mathrm{m_a}(\lambda) es la multiplicidad algebraica de λ\lambda, es decir, su multiplicidad como raíz del polinomio característico.



Es decir, la multiplicidad geométrica siempre es mayor o igual que 1 (indicando que el subespacio UλU_{\lambda} no es el trivial {0}\{0\}), y menor que la multiplicidad algebraica.

Un corolario de todos los resultados anteriores es:


Si, para todo autovalor λ\lambda de un endomorfismo o de una matriz cuadrada, se tiene que mg(λ)=ma(λ)\mathrm{m_g}(\lambda) = \mathrm{m_a}(\lambda), entonces es diagonalizable. Y el recíproco es también cierto.



Aquí tenemos un criterio sencillo para determinar si un endomorfismo o una matriz son diagonalizables:


	Si tenemos nn autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

	Si tenemos menos de nn autovalores distintos, debemos comprobar que las multiplicidades geométricas de todos los autovalores coincidan con sus multiplicidades algebraicas.



En ambos casos, la base de VV definida por ℬ=ℬ𝒰λ1∪…∪ℬ𝒰λ𝓀\mathcal{B} = \mathcal{B_{U_{\lambda_1}}}\cup\ldots\cup\mathcal{B_{U_{\lambda_k}}} es una base formada por autovectores y la matriz asociada al endomorfismo ff en dicha base es diagonal con los autovalores en la diagonal principal (repetidos según su multiplicidad).

Si PP es la matriz de paso de ℬ\mathcal{B} a la canónica 𝒞\mathcal{C}, entonces la expresión matricial del endomorfismo ff en dicha base ℬ\mathcal{B} es D=P−1APD = P^{-1}\ A\ P.



Ejemplo

Consideramos el endomorfismo ff de los ejemplos anteriores. Si tenemos en cuenta lo que se ha determinado de sus autovalores y de los subespacios asociados, tenemos la siguiente tabla resumen:

$$ \begin{array}{ccc@{}}
\text{Autovalor} & \text{Mult. Algebraica} & \text{Mult. Geométrica}\\
1 & 3 & 3
\end{array}
$$

Con esto, queda demostrado que el endomorfismo ff sí es diagonalizable.

Además, la base ℬ\mathcal{B} de autovectores es: $$\mathcal{B} = \mathcal{B}_{1} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

La matriz de cambio de base de ℬ\mathcal{B} a 𝒞\mathcal{C} es la que tiene los elementos de ℬ\mathcal{B} por columnas: $$P = \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) $$

Y la matriz diagonal es la que tiene los autovalores en la diagonal, que se calcula como: $$\begin{array}{rcl}D & = & P^{-1}\ A\ P = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) ^{-1}\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \end{array}$$





8.4 Si una matriz es diagonalizable, cómo podemos hallar sus potencias

Consideremos una matriz cuadrada diagonalizable. En concreto, eso significa que existe otra matriz cuadrada PP regular (cuyas columnas son los vectores de la base de autovectores) tal que A=P−1DPA = P^{-1}\ D\ P donde DD es la matriz diagonal con los autovalores de AA en la diagonal principal.

Supongamos que queremos hallar AkA^k, con k>1k > 1 entero. Si usamos la expresión anterior, nos queda: Ak=A⋅A⋅…A=(P−1DP)⋅(P−1DP)⋅…(P−1DP)A^k = A\cdot A\cdot\ldots A = (P^{-1}\ D\ P) \cdot (P^{-1}\ D\ P) \cdot\ldots (P^{-1}\ D\ P) donde los productos se repiten kk veces. Si agrupamos cada par P⋅P−1P\cdot P^{-1}, que es igual a la identidad, entonces nos queda: Ak=P−1DkPA^k = P^{-1}\ D^k\ P Como DD es una matriz diagonal con los autovalores, es fácil calcular su potencia kk-ésima: (λ10…00λ2…0⋮⋮⋱⋮00…λn)k=(λ1k0…00λ2k…0⋮⋮⋱⋮00…λnk) \left(
\begin{array}{cccc}
\lambda_1 & 0 & \ldots & 0 \\
0 & \lambda_2 & \ldots & 0 \\
\vdots & \vdots & \ddots & \vdots \\
0 & 0 & \ldots & \lambda_n \\
\end{array}\right)^k =
\left(
\begin{array}{cccc}
\lambda_1^k & 0 & \ldots & 0 \\
0 & \lambda_2^k & \ldots & 0 \\
\vdots & \vdots & \ddots & \vdots \\
0 & 0 & \ldots & \lambda_n^k \\
\end{array}\right)


De esta forma, calcular la potencia de AA se reduce a calcular la potencia kk-ésima de la matriz DD. Esto es especialmente útil para calcular potencias altas de AA.



Ejemplo

Calculemos A100A^{100} donde AA es la matriz del ejemplo anterior.

Conocemos su descomposición:

$$\begin{array}{rcl}A & = & P\ D\ P^{-1} = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) ^{-1} \\\end{array}$$

Entonces, por lo comentado anteriormente, A100=PD100P−1A^{100} = P\ D^{100}\ P^{-1}, es decir:

$$\begin{array}{rcl}A^{100} & = & P D^{100} P^{-1} = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \left( \begin{array}{ccc@{}} 1^{100} & 0 & 0\\ 0 & 1^{100} & 0\\ 0 & 0 & 1^{100} \end{array} \right) \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) ^{-1} \\\end{array}$$





8.5 Para qué podemos utilizar el Teorema de Cayley-Hamilton

El Teorema de Cayley-Hamilton nos dice que:


Cayley-Hamilton: Toda matriz cuadrada AA verifica su ecuación característica, es decir, si p(λ)p(\lambda) es el polinomio característico de AA, entonces p(A)=0p(A) = 0.



Supongamos que el polinomio característico de una matriz AA es p(λ)=cnλn+…+c1λ+c0p(\lambda) = c_n\lambda^n+\ldots+c_1\lambda+c_0

El teorema nos dice que AA hace cero su polinomio característico: p(A)=cnAn+…+c1A+c0I=0p(A) = c_n A^n + \ldots + c_1 A + c_0 I = 0 donde AkA^k representa el producto de AA por sí misma kk veces.

¿Qué utilidades tiene este teorema?

Supongamos que el término independiente del polinomio característico, c0c_0 es no nulo (esto equivale a que 0 no sea un autovalor, lo cual es también equivalente a que AA sea regular). Si de la igualdad superior despejamos la identidad, II, nos queda lo siguiente: I=−1c0(cnAn+…+c1A)==−1c0(cnAn−1+…+c1I)A
\begin{array}{rcl}
I & = & -\dfrac{1}{c_0}\left(c_nA^n+\ldots+c_1A\right) = \\
  & = & -\dfrac{1}{c_0}\left(c_nA^{n-1}+\ldots+c_1\ I\right)\ A
\end{array}


De aquí deducimos que A−1=−1c0(cnAn−1+…+c1I)A^{-1} = -\dfrac{1}{c_0}\left(c_nA^{n-1}+\ldots+c_1\ I\right)

Por tanto, el teorema de Cayley-Hamilton nos da una forma de calcular la inversa de una matriz cuadrada AA, únicamente a partir de sumas de potencias de la matriz.

Esta misma estrategia nos proporciona un método para calcular potencias de la matriz AA, aparte del ya explicado, reduciendo el problema a potencias de AA de grado menor que el tamaño de la propia matriz.

Si, de la igualdad del teorema, despejamos el término AnA^n, nos queda An=−1cn(−cn−1An−1−…−c1A−c0I)A^n = -\frac{1}{c_n}\left(-c_{n-1}A^{n-1}-\ldots-c_1 A- c_0 I\right)

A partir de AnA^n, siendo nn el número de filas o columnas de la matriz AA, todas sus potencias se pueden poner como suma de potencias de AA de grado menor estrictamente que nn: An+1=A⋅An==A⋅(−1cn(−cn−1An−1−…−c1A−c0I))==−1cn(−cn−1An−…−c1A2−c0A)==−1cn(−cn−1(−1cn(−cn−1An−1−…−c1A−c0I))−…−c1A2−c0A)==...
\begin{array}{rcl}
A^{n+1} & = & A\cdot A^n = \\
 & = & A \cdot \left(-\frac{1}{c_n}\left(-c_{n-1}A^{n-1}-\ldots-c_1 A- c_0 I\right)\right) = \\
& = & -\frac{1}{c_n}\left(-c_{n-1}A^n-\ldots-c_1 A^2- c_0 A\right) = \\
 & = & -\frac{1}{c_n}\left(-c_{n-1}\left(-\frac{1}{c_n}\left(-c_{n-1}A^{n-1}-\ldots-c_1 A- c_0 I\right)\right)-\ldots-c_1 A^2- c_0 A\right) = \\
 & = & ...\\
\end{array}
 

Siguiendo con este patrón, se puede poner cualquier potencia AmA^m, con m≥nm\ge n, como suma de A,A2,…,An−1A,A^2,\ldots,A^{n-1}.



Ejemplo

Vamos a considerar la matriz

$$A = \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) $$

asociada al endomorfismo ff de los ejemplos anteriores.

Vamos a calcular A−1A^{-1}, A4A^4 y A5A^5 usando el Teorema de Cayley-Hamilton.

Conocemos su polinomio característico:

p(λ)=λ3−3λ2+3λ−1p(\lambda) = \lambda^{3}-3\lambda^{2}+3\lambda-1

El teorema nos proporciona la siguiente igualdad:

p(A)=A3−3A2+3A−1I=0p(A) = A^{3}-3A^{2}+3A-1I = 0

Despejando la identidad, nos queda:

I=−1(A3−3A2+3A)==(A2−3A+3I)A\begin{array}{rcl}\displaystyle I & = & -1 \left(A^{3}-3A^{2}+3A\right) = \\ & = & \left(A^{2}-3A+3I\right)\ A\end{array}

Luego

$$\begin{array}{rcl}A^{-1} & = & A^{2}-3A+3I =\\ & = & +1\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) -3\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) +3\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right)  =\\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \end{array}$$

Vamos ahora a calcular A4A^4 y A5A^5 como suma de potencias de AA de grado menor que su tamaño, es decir, potencias de AA de grado menor que 33.

En todos los casos, tenemos que partir de despejar el término A3A^{3} de la igualdad que nos proporciona el Teorema de Cayley-Hamilton:

A3=3A2−3A+1IA^{3} = 3A^{2}-3A+1I

Para A4A^4, tenemos:

A4=A⋅A3=A(3A2−3A+1I)=3A3−3A2+AA^4 = A\cdot A^3 = A \left(3A^{2}-3A+1I\right) = 3A^{3}-3A^{2}+A

Si queremos dejarlo como suma de potencias de AA de grado menor que 33, debemos sustituir aquí A3A^{3} por la expresión que hemos despejado hace un momento.

$$\begin{array}{rcl}A^4 & = & 3 \left( 3A^{2}-3A+1I \right)-3A^{2}+A = \\ & = & 6A^{2}-8A+3I = \\ & = & 6\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) -8\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) +3\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right)  = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \end{array}$$

Evidentemente, podríamos haber hecho el cálculo bien directamente bien haciendo A4=A2⋅A2A^4 = A^2\cdot A^2, pero esa forma no está expresada como suma de potencias de grado menor que nn.

Repetimos el proceso para calcular A5A^5.

A5=A⋅A4=A(6A2−8A+3I)=6A3−8A2+3AA^5 = A\cdot A^4 = A \left(6A^{2}-8A+3I\right) = 6A^{3}-8A^{2}+3A

Sustituimos de nuevo A3A^{3} por su expresión:

$$\begin{array}{rcl}A^5 & = & 6 \left( 3A^{2}-3A+1I \right)-8A^{2}+3A = \\ & = & 10A^{2}-15A+6I = \\ & = & 10\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) -15\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) +6\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right)  = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \end{array}$$
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9 Problemas Resueltos

En este capítulo planteamos varios problemas que recorren la mayoría de los contenidos de este libro y que intentan poner en práctica todas las técnicas de cada tema.

En cada problema resuelto, se hará referencia a la sección donde se ha dado la explicación que ayuda a la resolución del ejercicio.


9.1 Espacios Vectoriales

Ejercicio

Consideremos como espacio vectorial V=ℝ4V = \mathbb{R}^{4} y los subespacios siguientes:

U={(xyzt)∈ℝ4:x+3z+3t=0}U = \left\{\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr}
x+ 3z+ 3t & = & 0\\
\end{array}\right\}W={(xyzt)∈ℝ4:x=0−y−z+t=0}W = \left\{\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr}
x & = & 0\\
-y-z+ t & = & 0\\
\end{array}\right\}


	Hallar la dimensión y una base de UU y de WW.

	Hallar la dimensión y una base de U∩WU\cap W y de U+WU+W.

	Comprobar el teorema de la dimensión.

	Encontrar el subespacio suplementario de UU.

	Consideremos el vector vv dado por sus coordenadas en la base canónica (3416)\left(\begin{array}{c}
3\\
4\\
1\\
6
\end{array}\right). Consideremos también la base:



$$\mathcal{B}_{1} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-1\\
0\\
1\\
-1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
1\\
0\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
1\\
-1\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
0\\
0\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$

Encontrar las coordenadas de vv en la nueva base.


	Encontrar las matrices de cambio de base entre ℬ1\mathcal{B}_1 y 𝒞\mathcal{C} (en ambos sentidos), siendo 𝒞\mathcal{C} la base canónica.



Solución


	Para encontrar unas bases de UU y de WW podemos seguir las indicaciones sobre cómo encontrar un sistema generador y una base a partir de la descripción de un subespacio.



En el caso del subsepacio UU, el sistema homogéneo dado por su ecuaciones cartesianas es:

{x+3z+3t=0\left\{\begin{array}{rrrrcr}
x &  & + 3z & + 3t & = & 0\\
\end{array}\right.

Este sistema, resuelto por Gauss, nos da las siguientes expresiones paramétricas:

(xyzt)=α(0100)+β(−3010)+δ(−3001)\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 = \alpha\left(\begin{array}{c}
0\\
1\\
0\\
0
\end{array}\right)
{}+\beta\left(\begin{array}{c}
-3\\
0\\
1\\
0
\end{array}\right)
{}+\delta\left(\begin{array}{c}
-3\\
0\\
0\\
1
\end{array}\right)
{}

De estas paramétricas podemos extraer un sistema generador y, a partir de él, la base de UU:

$$\mathcal{B}_{U} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-3\\
0\\
1\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-3\\
0\\
0\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$

Y, así, dim(U)=3\mathrm{dim}(U) = 3.

Repetimos todo el proceso para el subespacio WW. Tomamos su sistema homogéneo asociado:

{x=0−y−z+t=0\left\{\begin{array}{rrrrcr}
x &  &  &  & = & 0\\
 & -y & -z & + t & = & 0\\
\end{array}\right.

Lo resolvemos por Gauss para obtener las ecuaciones paramétricas del conjunto solución:

(100000−1−110)∼(100000−1−110)⇒(xyzt)=α(02−11)+β(0112)\left( \begin{array}{cccc|c} 1 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & -1 & -1 & 1 & 0 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc|c} 1 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & -1 & -1 & 1 & 0 \end{array} \right) \Rightarrow\ \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 0\\ 2\\ -1\\ 1 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ 1\\ 2 \end{array}\right) {}

Por tanto, una base de WW será:

$$\mathcal{B}_{W} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
2\\
-1\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
1\\
2
\end{array}
\right)
\right\}$$

Y, así, dim(W)=2\mathrm{dim}(W) = 2.


	El subespacio intersección U∩WU\cap W es el conjunto de vectores que verifican tanto las ecuaciones cartesianas de UU como las de WW. Es decir, son el conjunto solución del sistema homogéneo:



{x+3z+3t=0x=0−y−z+t=0\left\{\begin{array}{rrrrcr}
x &  & + 3z & + 3t & = & 0\\
x &  &  &  & = & 0\\
 & -y & -z & + t & = & 0\\
\end{array}\right.

Este sistema, resuelto por Gauss, nos da las siguientes expresiones paramétricas: (xyzt)=α(02−11)\left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
 = \alpha\left(\begin{array}{c}
0\\
2\\
-1\\
1
\end{array}\right)
{}

Por tanto, una base de U∩WU\cap W será: $$\mathcal{B}_{U\cap W} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
2\\
-1\\
1
\end{array}
\right)
\right\}$$

Y, así, dim(U∩W)=1\mathrm{dim}(U\cap W) = 1.

Para la suma U+WU+W, sabemos que ℬU∪ℬW\mathcal{B}_U\cup\mathcal{B}_W es un sistema generador:

$$\mathcal{B}_{U}\cup\mathcal{B}_{W} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-3\\
0\\
1\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-3\\
0\\
0\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
2\\
-1\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
1\\
2
\end{array}
\right)
\right\}$$

Basta con usar eliminación gaussiana en ese conjunto de vectores para eliminar aquellos que sean linealmente dependientes.

(−30100100−300102−110112)∼(−3010010000−1100000003) \left(\begin{array}{cccc}
-3 & 0 & 1 & 0\\
0 & 1 & 0 & 0\\
-3 & 0 & 0 & 1\\
0 & 2 & -1 & 1\\
0 & 1 & 1 & 2
\end{array}\right)
 \sim \left(\begin{array}{cccc}
-3 & 0 & 1 & 0\\
0 & 1 & 0 & 0\\
0 & 0 & -1 & 1\\
0 & 0 & 0 & 0\\
0 & 0 & 0 & 3
\end{array}\right)
 

Aquellas filas que hayan acabado siendo enteras de ceros, se corresponden con vectores que originalmente eran dependientes linealmente de los demás.

Por tanto, eliminándolos, tenemos una base de U+WU+W:

$$\mathcal{B}_{U + W} = \left\{\left(
\begin{array}{c@{}}
-3\\
0\\
1\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
0\\
0
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
-3\\
0\\
0\\
1
\end{array}
\right)
, \left(
\begin{array}{c@{}}
0\\
1\\
1\\
2
\end{array}
\right)
\right\}$$

Y, así, dim(U+W)=4\mathrm{dim}(U+W) = 4.


	Podemos comprobar el teorema de la dimensión:



dim(U+W)=dim(U)+dim(W)−dim(U∩V)4=3+2−1\begin{array}{ccccccc}
\mathrm{dim}(U+W) & = & \mathrm{dim}(U) & + & \mathrm{dim}(W) & - & \mathrm{dim}(U\cap V) \\
4 & = & 3 & + & 2 & - & 1 \\
\end{array}


	Calculemos el espacio suplementario de UU.



Tomamos una base de UU, como la calculada antes, y le aplicamos Gauss para obtener un sistema de vectores en forma escalonada.

$$\left( \begin{array}{cccc@{}} -3 & 0 & 1 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0\\ -3 & 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc@{}} -3 & 0 & 0 & 1\\ 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & -1 & 1 \end{array} \right) $$

Siguiendo las instrucciones de la sección acerca del espacio suplementario, vamos a fijarnos en qué columnas están los pivotes: {1,2,3}\{ 1, 2, 3 \}.

De la base canónica 𝒞\mathcal{C} eliminamos aquellos vectores que tienen un 1 en las mismas posiciones que los pivotes. Lo que nos quede, ésa es la base del espacio suplementario de UU:

$$\mathcal{B}_{\mathrm{supl}} =\left\{\left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$


	Unos escalares a,b,c,da, b, c, d serán las coordenadas de vv en la base ℬ1\mathcal{B}_1 si se verifica:



(3416)=a(−101−1)+b(1101)+c(1−100)+d(0001)\left(\begin{array}{c}
3\\
4\\
1\\
6
\end{array}\right)
 = a\left(\begin{array}{c}
-1\\
0\\
1\\
-1
\end{array}\right)
{}+b\left(\begin{array}{c}
1\\
1\\
0\\
1
\end{array}\right)
{}+c\left(\begin{array}{c}
1\\
-1\\
0\\
0
\end{array}\right)
{}+d\left(\begin{array}{c}
0\\
0\\
0\\
1
\end{array}\right)
{}

lo que equivale al siguiente sistema de ecuaciones lineales, que se puede resolver usando métodos Gaussianos, y nos da:

{−a+b+c=3b−c=4a=1−a+b+d=6⇒v=(abcd)ℬ1=(1403)ℬ1\left\{\begin{array}{rrrrcr}
-a & + b & + c &  & = & 3\\
 & b & -c &  & = & 4\\
a &  &  &  & = & 1\\
-a & + b &  & + d & = & 6\\
\end{array}\right.\Rightarrow v = \left(\begin{array}{c}
a\\
b\\
c\\
d
\end{array}\right)
_{\mathcal{B}_1} = \left(\begin{array}{c}
1\\
4\\
0\\
3
\end{array}\right)
_{\mathcal{B}_1}


	El procedimiento para construir la matriz de cambio de base de una base ℬ\mathcal{B} a otra ℬ′\mathcal{B}' es el siguiente:




	Calcular las coordenadas de cada vector en ℬ\mathcal{B} en la base ℬ′\mathcal{B}'. Eso supone la resolución de nn sistemas de ecuaciones lineales, y el procedimiento es igual que el visto en la sección anterior.

	Construir la matriz poniendo, en forma de columna, las coordenadas calculadas: la primera columna se corresponde con las calculadas para el primer vector de ℬ\mathcal{B}, la segunda columna, para las del segundo, etc.



Otro aspecto teórico importante es que la matriz de ℬ\mathcal{B} a ℬ′\mathcal{B}' es la inversa de la del cambio de base de ℬ′\mathcal{B}' a ℬ\mathcal{B}. Si una de ellas es fácil de calcular, la otra se puede construir usando, por ejemplo, el método de Gauss-Jordan para el cálculo de inversas.

Hay un caso fácil: el cambio de base desde ℬ1\mathcal{B}_1 a la base canónica 𝒞\mathcal{C} es la propia matriz cuyas columnas son los vectores de ℬ1\mathcal{B}_1:

Pℬ1→𝒞=(−111001−101000−1101)P_{\mathcal{B}_1\to\mathcal{C}} = \left(\begin{array}{cccc}
-1 & 1 & 1 & 0\\
0 & 1 & -1 & 0\\
1 & 0 & 0 & 0\\
-1 & 1 & 0 & 1
\end{array}\right)


La matriz del cambio de base opuesto la vamos a calcular buscando la matriz inversa de la de ℬ1\mathcal{B}_1 a 𝒞\mathcal{C}.

Para ello, se puede usar la eliminación de Gauss-Jordan:

$$\left(
\begin{array}{cccc|cccc}
-1 & 1 & 1 & 0 & 1 & 0 & 0 & 0\\
0 & 1 & -1 & 0 & 0 & 1 & 0 & 0\\
1 & 0 & 0 & 0 & 0 & 0 & 1 & 0\\
-1 & 1 & 0 & 1 & 0 & 0 & 0 & 1
\end{array}
\right)
\sim\left(
\begin{array}{cccc|cccc}
1 & 0 & 0 & 0 & 0 & 0 & 1 & 0\\
0 & 1 & 0 & 0 & {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0\\
0 & 0 & 1 & 0 & {\left.{  1}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0\\
0 & 0 & 0 & 1 & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 1
\end{array}
\right)
$$

Luego

$$P_{\mathcal{C}\to\mathcal{B}_1} = \left(\begin{array}{cccc}
0 & 0 & 1 & 0\\
{\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0\\
{\left.{  1}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 0\\
- {\left.{  1}\right/{ 2}} & - {\left.{  1}\right/{ 2}} & {\left.{  1}\right/{ 2}} & 1
\end{array}\right)
$$



9.2 Aplicaciones lineales

Ejercicio

Consideremos la aplicación f:V=ℝ4→W=ℝ3f:V=\mathbb{R}^{4}\to W=\mathbb{R}^{3} dada por:

f(xyzt)=(x+y−2z+t−2x−2y+2z−x−2y−2z+t)f \left(\begin{array}{c}
x\\
y\\
z\\
t
\end{array}\right)
  = \left( \begin{array}{c}
x+ y-2z+ t\\
-2x-2y+ 2z\\
-x-2y-2z+ t\\
\end{array} \right)


	Encontrar la matriz asociada a ff en las bases canónicas y en las bases:



$$\mathcal{B}_{1} = \{v_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -2\\ 1\\ -1\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ -2\\ -2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -2\\ -2\\ 1\\ -1 \end{array} \right) \right\}$$$$\mathcal{B}_{2} = \{w_i\} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 2\\ 2\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ 2 \end{array} \right) \right\}$$


	Dar una base y la dimensión del núcleo y de la imagen de ff.


	Identificar si ff es inyectiva o sobreyectiva.


	Comprobar el teorema de la dimensión de rango y nulidad.


	Calcular una base de f(U)f(U), donde UU es el subespacio de VV dado por:




$$U = \left\{\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) \in\mathbb{R}^{4}:\begin{array}{ccr} {\left.{  1}\right/{ 2}}x+ y+ z & = & 0\\ - {\left.{  1}\right/{ 2}}x+ t & = & 0\\ \end{array}\right\}$$

Solución


	Para hallar la matriz asociada a la aplicación ff en las bases canónicas, basta con mirar los coeficientes de las variables x,y,…x,y,\ldots en la expresión de ff y ponerlos por columnas. De esta forma:



$$A =\left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & 1 & -2 & 1\\ -2 & -2 & 2 & 0\\ -1 & -2 & -2 & 1 \end{array} \right) $$

Para calcular la matriz A′A' asociada a ff con respecto a las nuevas bases, tenemos dos opciones:


	Calcular la imagen de los vectores de ℬ1\mathcal{B}_1 y encontrar sus coordenadas con respecto a la base ℬ2\mathcal{B}_2, y ponerlas por columnas.

	Calcular las matrices PP y QQ, de cambio de base desde la canónica en VV y en WW a ℬ1\mathcal{B}_1 y ℬ2\mathcal{B}_2, respectivamente, y usarlas para calcular A′=Q−1APA' = Q^{-1}\ A\ P.



Ambos caminos son completamente equivalentes y, de hecho, uno se deduce del otro. Por tanto, en cada situación debemos ver cuál de los dos nos puede resultar más sencillo.

En este caso, optamos por el camino 1.

Llamemos Y=(f(v1)|f(v2)|…|f(vn))Y = (f(v_1)|f(v_2)|\ldots|f(v_n)) a la matriz que tiene por columnas las imágenes de los vectores de ℬ1\mathcal{B}_1 mediante ff:

$$Y = \left( \begin{array}{cccc@{}} -3 & 2 & 4 & -7\\ 4 & 0 & -8 & 10\\ -1 & 3 & -1 & 3 \end{array} \right) $$

y B2=(w1|w2|…|wm)B_2 = (w_1|w_2|\ldots|w_m) a la matriz que tiene por columnas los vectores de ℬ2\mathcal{B}_2.

Entonces A′=B2−1YA' = B_2^{-1}\ Y, que podemos calcular mediante Gauss-Jordan, partiendo de (B2|Y)(B_2|Y) y llegando a (Im|A′)(I_m|A'):

$$\left( \begin{array}{ccc|cccc} 2 & 0 & 1 & -3 & 2 & 4 & -7\\ 2 & 1 & 1 & 4 & 0 & -8 & 10\\ 0 & 2 & 2 & -1 & 3 & -1 & 3 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{ccc|cccc} 1 & 0 & 0 & {\left.{  9}\right/{ 4}} & - {\left.{  3}\right/{ 4}} & - {\left.{  15}\right/{ 4}} & {\left.{  17}\right/{ 4}}\\ 0 & 1 & 0 & 7 & -2 & -12 & 17\\ 0 & 0 & 1 & - {\left.{  15}\right/{ 2}} & {\left.{  7}\right/{ 2}} & {\left.{  23}\right/{ 2}} & - {\left.{  31}\right/{ 2}} \end{array} \right) $$

Luego

$$A' =\left( \begin{array}{cccc@{}} {\left.{  9}\right/{ 4}} & - {\left.{  3}\right/{ 4}} & - {\left.{  15}\right/{ 4}} & {\left.{  17}\right/{ 4}}\\ 7 & -2 & -12 & 17\\ - {\left.{  15}\right/{ 2}} & {\left.{  7}\right/{ 2}} & {\left.{  23}\right/{ 2}} & - {\left.{  31}\right/{ 2}} \end{array} \right) $$


	Comenzamos por estudiar el núcleo de ff.



Sabemos que el núcleo Kerf\mathrm{Ker}\ f es el conjunto de vectores v∈Vv\in V tal que f(v)=0f(v) = 0, y que eso coincide con el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones homogéneo cuya matriz de coeficientes es AA.

Todo esto se resume en que las ecuaciones cartesianas de Kerf\mathrm{Ker}\ f son aquellas cuya matriz de coeficientes es AA:

Kerf={(xyzt)∈V:x+y−2z+t=0−2x−2y+2z=0−x−2y−2z+t=0}\mathrm{Ker}\ f =\left\{\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right) \in V:\begin{array}{ccr} x+ y-2z+ t & = & 0\\ -2x-2y+ 2z & = & 0\\ -x-2y-2z+ t & = & 0\\ \end{array}\right\}

Resolvemos este sistema por Gauss para encontrar las ecuaciones paramétricas y, a partir de ahí, una base del núcleo:

(11−210−2−2200−1−2−210)∼(100−300−10−2000−220)\left( \begin{array}{cccc|c} 1 & 1 & -2 & 1 & 0\\ -2 & -2 & 2 & 0 & 0\\ -1 & -2 & -2 & 1 & 0 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc|c} 1 & 0 & 0 & -3 & 0\\ 0 & -1 & 0 & -2 & 0\\ 0 & 0 & -2 & 2 & 0 \end{array} \right) 

Luego nos quedan las siguientes ecuaciones paramétricas para Kerf\mathrm{Ker}\ f:

(xyzt)=α(3−211)\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  =\alpha\left(\begin{array}{c} 3\\ -2\\ 1\\ 1 \end{array}\right) {}

Entonces la base del núcleo de ff es:

$$\mathcal{B}_{\mathrm{Ker}\ f} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 3\\ -2\\ 1\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

y dim(Kerf)=1\mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) = 1.

Con respecto a la imagen de ff, hemos de recordar que Imf\mathrm{Im}\ f es el subespacio de WW generado por los vectores que forman las columnas de la matriz asociada AA.

Por tanto, un sistema generador de Imf\mathrm{Im}\ f será:

$$\mathcal{G} =\left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ -2\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ -2\\ -2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -2\\ 2\\ -2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Desde este sistema generador, eliminamos los vectores linealmente dependientes para obtener una base de Imf\mathrm{Im}\ f. Usamos Gauss con los vectores de 𝒢\mathcal{G} por filas, y eliminamos aquellos que, al final, se hayan convertido en filas de ceros:

$$\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & -2 & -1\\ 1 & -2 & -2\\ -2 & 2 & -2\\ 1 & 0 & 1 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & -2 & -1\\ 0 & -2 & -4\\ 0 & 0 & -1\\ 0 & 0 & 0 \end{array} \right) $$

Luego

$$\mathcal{B}_{\mathrm{Im}\ f} =\left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ -2\\ -1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -2\\ 2\\ -2 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ -2\\ -2 \end{array} \right) \right\}$$

y dim(Imf)=3\mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) = 3.


	Para determinar si ff es inyectiva o sobreyectiva, nos fijaremos en las dimensiones de su núcleo y de su imagen:




	ff será inyectiva si y solo si se cumple dim(Kerf)=0\mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) = 0. Sabemos que dim(Kerf)=1\mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) = 1, luego ff no es inyectiva.

	ff será sobreyectiva si y solo si se cumple que dim(Imf)=dim(W)=dim(ℝ3)\mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) = \mathrm{dim}(W) = \mathrm{dim}(\mathbb{R}^{3}), y esto se cumple, como hemos visto en el apartado anterior, luego ff es sobreyectiva.




	El teorema de la dimensión para núcleo e imagen dice que dim(V)=dim(Kerf)+dim(Imf)\mathrm{dim}(V) = \mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) + \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f). Lo podemos comprobar fácilmente: dim(ℝ4)=dim(Kerf)+dim(Imf)4=1+3\begin{array}{ccccc}
\mathrm{dim}(\mathbb{R}^{4}) & = & \mathrm{dim}(\mathrm{Ker}\ f) & + & \mathrm{dim}(\mathrm{Im}\ f) \\
4 & = & 1 & + & 3 \\
\end{array}


	Dado el subespacio UU, debemos encontrar un sistema de vectores 𝒢\mathcal{G} que lo genere, calcular su imagen f(𝒢)f(\mathcal{G}), y eso será un sistema generador de f(U)f(U). A partir de ahí, podemos extraer una base de f(U)f(U).




Para calcular un sistema generador de UU, pasamos sus ecuaciones cartesianas a paramétricas, usando métodos Gaussianos:

$$\left\{\begin{array}{rrrrcr} {\left.{  1}\right/{ 2}}x & + y & + z &  & = & 0\\ - {\left.{  1}\right/{ 2}}x &  &  & + t & = & 0\\ \end{array}\right.\Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 0\\ -1\\ 1\\ 0 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} 2\\ -1\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}$$

De aquí podemos determinar una base de UU, si eliminamos sus vectores linealmente dependientes:

$$\mathcal{B}_U = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 2\\ -1\\ 0\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ -1\\ 1\\ 0 \end{array} \right) \right\}$$

Ahora procedemos a calcular f(ℬU)f(\mathcal{B}_U):

$$f(\mathcal{B}_U) = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 2\\ -2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -3\\ 4\\ 0 \end{array} \right) \right\}$$

que es un sistema generador de f(U)f(U). Eliminamos los vectores linealmente dependientes (en este caso es sencillo) para obtener una base de f(U)f(U):

$$\mathcal{B}_{f(U)} =\left\{\left( \begin{array}{c@{}} 2\\ -2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -3\\ 4\\ 0 \end{array} \right) \right\}$$

y así dim(f(U))=2\mathrm{dim}(f(U)) = 2.



9.3 Diagonalización

Ejercicio

Consideremos el siguiente endomorfismo f:ℝ3→ℝ3f:\mathbb{R}^{3}\to\mathbb{R}^{3}, dado por

f(xyz)=(xyz)f\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ \end{array}\right)


	Hallar todos los autovalores de ff.

	Hallar los subespacios de autovectores de ff.

	Comprobar si ff es diagonalizable y dar una base ℬ\mathcal{B} de ℝ3\mathbb{R}^{3} tal que la matriz asociada a ff en dicha base sea diagonal.

	Expresar y calcular, como suma de potencias de grado menor que 33, tanto A−1A^{-1} como A4A^4, siendo AA la matriz asociada a ff en la base canónica.



Solución

Como paso previo a todos los cálculos, debemos determinar la matriz asociada a ff en las bases canónicas:

$$A = \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) $$


	Para calcular los autovalores de ff, o equivalentemente, los de AA, debemos construir el polinomio característico:



$$\begin{array}{rcl}p(\lambda) & = & \mathrm{det}(A - \lambda\ I) = \\ & = & \mathrm{det}\left(\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right)  - \lambda \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \right) = \\ & = & \mathrm{det}\left( \begin{array}{ccc@{}} 1-\lambda & 0 & 0\\ 0 & 1-\lambda & 0\\ 0 & 0 & 1-\lambda \end{array} \right)  = \\ & = & \lambda^{3}-3\lambda^{2}+3\lambda-1\end{array}$$

Factorizamos el polinomio para hallar sus raíces (los autovalores) más fácilmente:

p(λ)=(λ−1)3p(\lambda) = (\lambda -1)^{3}

Por tanto, los autovalores de ff son {1}\{1\}.


	Para calcular el subespacio asociado a un autovector λ\lambda, debemos hallar la solución del sistema homogéneo (A−λI)x=0(A-\lambda\ I)x = 0:




	Para el autovalor $= 1 ::$\begin{array}{rcl}(A -1 I)\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = 0 &\Leftrightarrow & \left( \begin{array}{ccc@{}} 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = 0 \\& \Leftrightarrow & \left\{\begin{array}{rrrcr}   &   & 0 & = & 0\\   &   & 0 & = & 0\\   &   & 0 & = & 0\\ \end{array}\right.\end{array}$$



Resolvemos este sistema por Gauss-Jordan, encontrando la forma paramétrica de su conjunto solución, que es U1U_{ 1 }: (000000000000)∼(000000000000)⇒(xyz)=α(100)+β(010)+γ(001)\left( \begin{array}{ccc|c} 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{ccc|c} 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) \Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 1\\ 0\\ 0 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} 0\\ 1\\ 0 \end{array}\right) {}+\gamma\left(\begin{array}{c} 0\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}

De aquí que una base de U1U_{ 1 } sea: $$\mathcal{B}_{U_{1}} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$


	Estudiamos si ff es diagonalizable. Para ello, tenemos en cuenta la multiplicidad algebraica y la geométrica de cada autovalor, como presentamos en la siguiente tabla:



$$ \begin{array}{ccc@{}}
\text{Autovalor} & \text{Mult. Algebraica} & \text{Mult. Geométrica}\\
1 & 3 & 3
\end{array}
$$

Con esto, queda demostrado que el endomorfismo ff sí es diagonalizable.

Además, la base ℬ\mathcal{B} de autovectores es: $$\mathcal{B} = \mathcal{B}_{1} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

La matriz de cambio de base de ℬ\mathcal{B} a 𝒞\mathcal{C} es la que tiene los elementos de ℬ\mathcal{B} por columnas: $$P = \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) $$

Y la matriz diagonal, asociada a ff en la nueva base, es la que tiene los autovalores en la diagonal, que se calcula como: $$\begin{array}{rcl}D & = & P^{-1}\ A\ P = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) ^{-1}\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \end{array}$$


	Ahora aplicaremos el Teorema de Cayley-Hamilton para poder expresar la inversas de AA y A4A^4 como suma de potencias de grado menor que 33.



El teorema me dice que la matriz AA anula su polinomio característico, es decir:

p(A)=A3−3A2+3A−1I=0p(A) = A^{3}-3A^{2}+3A-1I = 0

Despejando la identidad, nos queda:

I=−1(A3−3A2+3A)==(A2−3A+3I)A\begin{array}{rcl}\displaystyle I & = & -1 \left(A^{3}-3A^{2}+3A\right) = \\ & = & \left(A^{2}-3A+3I\right)\ A\end{array}

Luego tenemos

$$\begin{array}{rcl}A^{-1} & = & A^{2}-3A+3I =\\ & = & +1\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) -3\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) +3\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right)  =\\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \end{array}$$

Calculemos ahora A4A^4. Tenemos que partir de despejar el término A3A^{3} de la igualdad que nos proporciona el Teorema de Cayley-Hamilton:

A3=3A2−3A+1IA^{3} = 3A^{2}-3A+1I

Para A4A^4, tenemos:

A4=A⋅A3=A(3A2−3A+1I)=3A3−3A2+AA^4 = A\cdot A^3 = A \left(3A^{2}-3A+1I\right) = 3A^{3}-3A^{2}+A

Si queremos dejarlo como suma de potencias de AA de grado menor que 33, debemos sustituir aquí A3A^{3} por la expresión que hemos despejado hace un momento.

$$\begin{array}{rcl}A^4 & = & 3 \left( 3A^{2}-3A+1I \right)-3A^{2}+A = \\ & = & 6A^{2}-8A+3I = \\ & = & 6\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) -8\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) +3\left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right)  = \\ & = & \left( \begin{array}{ccc@{}} 1 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \end{array}$$



9.4 Espacios Euclídeos

Ejercicio


	Consideremos los vectores



u=(20−12)v=(2−121)u = \left(\begin{array}{c} 2\\ 0\\ -1\\ 2 \end{array}\right) \quad\quad v= \left(\begin{array}{c} 2\\ -1\\ 2\\ 1 \end{array}\right) 

Hallar el ángulo que forman uu y vv, la norma de cada uno de ellos, d(u,v)d(u,v), y normalizarlos.


	Encontrar el complemento ortogonal del subespacio generado por el siguiente sistema de vectores:



$$\mathcal{B} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 1\\ 2\\ 1 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} 0\\ 1\\ 1\\ 2 \end{array} \right) \right\}$$


	Diagonalizar ortogonalmente la matriz



$$A = \left( \begin{array}{cccc@{}} -3 & -1 & 1 & 1\\ -1 & -3 & -1 & -1\\ 1 & -1 & -3 & 1\\ 1 & -1 & 1 & -3 \end{array} \right) $$

hallando una base ortonormal de autovectores y expresando de forma explícita la matriz diagonal en función de la matriz AA y de la matriz de cambio de base.

Solución


	Vamos a calcular tanto el producto escalar de uu y vv como sus normas:



⟨u,v⟩=⟨(20−12),(2−121)⟩=2⋅2+0⋅(−1)+(−1)⋅2+2⋅1=4\langle u, v \rangle = \langle \left(\begin{array}{c} 2\\ 0\\ -1\\ 2 \end{array}\right) , \left(\begin{array}{c} 2\\ -1\\ 2\\ 1 \end{array}\right) \rangle = 2\cdot2+0\cdot(-1)+(-1)\cdot2+2\cdot1 = 4∥u∥=⟨u,u⟩=22+02+(−1)2+22=3\|u\| = \sqrt{\langle u, u \rangle} = \sqrt{2^2+0^2+(-1)^2+2^2} = 3∥v∥=⟨v,v⟩=22+(−1)2+22+12=10\|v\| = \sqrt{\langle v, v \rangle} = \sqrt{2^2+(-1)^2+2^2+1^2} = \sqrt{10}

Entonces

ang(u,v)=arccos⟨u,v⟩∥u∥∥v∥=arccos4310=arccos2⋅1015\mathrm{ang}(u, v) = \arccos\frac{\langle u, v \rangle}{\|u\| \|v\|} = \arccos\frac{4}{3\sqrt{10}} = \arccos \frac{2\cdot\sqrt{10}}{15}

Pasamos a normalizar cada vector:

u∥u∥=13(20−12)=(230−1323),v∥v∥=1010(2−121)=(2⋅1010−10102⋅10101010)\frac{u}{\|u\|} = \frac{1}{3}\left( \begin{array}{c} 2\\ 0\\ -1\\ 2 \end{array} \right) = \left( \begin{array}{c} \frac{2}{3}\\ 0\\ \frac{-1}{3}\\ \frac{2}{3} \end{array} \right),\quad\quad \frac{v}{\|v\|} = \frac{\sqrt{10}}{10}\left( \begin{array}{c} 2\\ -1\\ 2\\ 1 \end{array} \right) = \left( \begin{array}{c} \frac{2\cdot\sqrt{10}}{10}\\ \frac{-\sqrt{10}}{10}\\ \frac{2\cdot\sqrt{10}}{10}\\ \frac{\sqrt{10}}{10} \end{array} \right)

Por último, calculamos la distancia:

d(u,v)=∥u−v∥=∥(20−12)−(2−121)∥=∥(01−31)∥=11d(u,v) = \|u-v\| = \left\|\left( \begin{array}{c} 2\\ 0\\ -1\\ 2 \end{array} \right) - \left( \begin{array}{c} 2\\ -1\\ 2\\ 1 \end{array} \right)\right\| = \left\|\left( \begin{array}{c} 0\\ 1\\ -3\\ 1 \end{array} \right)\right\| = \sqrt{11}


	Para calcular el complemento ortogonal del subespacio UU, partimos de la base ℬ\mathcal{B}, y buscamos aquellos vectores $v = $ de VV cuyo producto escalar por los vectores de la base sea 0.



Concretamente, usando el producto escalar usual en ℝ4\mathbb{R}^{4}, esto equivale a buscar las soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

−x+y+2z+t=0y+z+2t=0\begin{array}{rrrrcr} -x & + y & + 2z & + t & = & 0\\  & y & + z & + 2t & = & 0\\ \end{array}

donde los coeficientes de cada fila son las coordenadas del vector correspondiente de ℬ\mathcal{B}. De esta forma, este sistema representa las ecuaciones cartesianas del espacio U⊥U^{\perp}.

Podemos resolver el sistema usando Gauss-Jordan, y despejando para encontrar las ecuaciones paramétricas del conjunto solución:

$$\left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 1 & 2 & 1\\ 0 & 1 & 1 & 2 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc@{}} -1 & 0 & 1 & -1\\ 0 & 1 & 1 & 2 \end{array} \right) \Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 1\\ -1\\ 1\\ 0 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} -1\\ -2\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}$$

de donde podemos deducir una base para U⊥U^{\perp}:

$$\mathcal{B}' = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ -1\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ -2\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$


	Comenzamos por hallar el polinomio característico de AA y calculando sus autovalores.



$$\begin{array}{rcl}p(\lambda) & = & \mathrm{det}(A - \lambda\ I) = \\ & = & \mathrm{det}\left(\left( \begin{array}{cccc@{}} -3 & -1 & 1 & 1\\ -1 & -3 & -1 & -1\\ 1 & -1 & -3 & 1\\ 1 & -1 & 1 & -3 \end{array} \right)  - \lambda \left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 1 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 1 \end{array} \right) \right) = \\ & = & \mathrm{det}\left( \begin{array}{cccc@{}} -3-\lambda & -1 & 1 & 1\\ -1 & -3-\lambda & -1 & -1\\ 1 & -1 & -3-\lambda & 1\\ 1 & -1 & 1 & -3-\lambda \end{array} \right)  \\ & = & \lambda^{4}+12\lambda^{3}+48\lambda^{2}+64\lambda\end{array}$$

Igualándolo a 0 y resolviendo la ecuación que queda, llegamos a que los autovalores son: λ=0,−4\lambda = 0, -4, ya que:

p(λ)=λ⋅(λ+4)3p(\lambda) = \lambda \cdot (\lambda +4)^{3}

Recorremos ahora cada autovalor, encontrando una base del subespacio propio asociado, y ortonormalizándola usando el método de Gram-Schmidt.


	Para el autovalor $= 0 ::$\begin{array}{rcl}(A - 0 I)\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = 0& \Leftrightarrow & \left( \begin{array}{cccc@{}} -3 & -1 & 1 & 1\\ -1 & -3 & -1 & -1\\ 1 & -1 & -3 & 1\\ 1 & -1 & 1 & -3 \end{array} \right) \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = 0 \Leftrightarrow \\& \Leftrightarrow & \left\{\begin{array}{rrrrcr} -3x & -y & + z & + t & = & 0\\ -x & -3y & -z & -t & = & 0\\ x & -y & -3z & + t & = & 0\\ x & -y & + z & -3t & = & 0\\ \end{array}\right. \\\end{array}$$



Resolvemos este sistema por Gauss-Jordan, encontrando la forma paramétrica de U0U_{ 0 }: $$\left( \begin{array}{cccc|c} -3 & -1 & 1 & 1 & 0\\ -1 & -3 & -1 & -1 & 0\\ 1 & -1 & -3 & 1 & 0\\ 1 & -1 & 1 & -3 & 0 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc|c} -3 & 0 & 0 & 3 & 0\\ 0 & - {\left.{  8}\right/{ 3}} & 0 & - {\left.{  8}\right/{ 3}} & 0\\ 0 & 0 & -2 & 2 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) $$⇒(xyzt)=α(1−111)\Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 1\\ -1\\ 1\\ 1 \end{array}\right) {}

Luego una base de U0U_{ 0 } es: $$\mathcal{B}_{U_{0}} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ -1\\ 1\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$

Como solo tenemos un vector en la base, ya forma un sistema ortogonal. Debemos normalizar ahora los vectores de este sistema ortogonal que tenemos, multiplicando cada uno por el inverso de su norma, llegando a la siguiente base ortonormal de U0U_{ 0 }. ℬ′U0={12(1−111)}={(12−121212)}\mathcal{B}'_{U_{0}}  =  \left\{\frac{1}{2}\left( \begin{array}{c} 1\\ -1\\ 1\\ 1 \end{array} \right)\right\} =  \left\{\left( \begin{array}{c} \frac{1}{2}\\ \frac{-1}{2}\\ \frac{1}{2}\\ \frac{1}{2} \end{array} \right)\right\}


	Para el autovalor $= -4 ::$\begin{array}{rcl}(A + 4 I)\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = 0& \Leftrightarrow & \left( \begin{array}{cccc@{}} 1 & -1 & 1 & 1\\ -1 & 1 & -1 & -1\\ 1 & -1 & 1 & 1\\ 1 & -1 & 1 & 1 \end{array} \right) \left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = 0 \Leftrightarrow \\& \Leftrightarrow & \left\{\begin{array}{rrrrcr} x & -y & + z & + t & = & 0\\ -x & + y & -z & -t & = & 0\\ x & -y & + z & + t & = & 0\\ x & -y & + z & + t & = & 0\\ \end{array}\right. \\\end{array}$$



Resolvemos este sistema por Gauss-Jordan, encontrando la forma paramétrica de U−4U_{ -4 }: (1−1110−11−1−101−11101−1110)∼(1−1110000000000000000)\left( \begin{array}{cccc|c} 1 & -1 & 1 & 1 & 0\\ -1 & 1 & -1 & -1 & 0\\ 1 & -1 & 1 & 1 & 0\\ 1 & -1 & 1 & 1 & 0 \end{array} \right) \sim\left( \begin{array}{cccc|c} 1 & -1 & 1 & 1 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 0 & 0 & 0 \end{array} \right) ⇒(xyzt)=α(1100)+β(−1010)+γ(−1001)\Rightarrow\left(\begin{array}{c} x\\ y\\ z\\ t \end{array}\right)  = \alpha\left(\begin{array}{c} 1\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array}\right) {}+\beta\left(\begin{array}{c} -1\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array}\right) {}+\gamma\left(\begin{array}{c} -1\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array}\right) {}

Luego una base de U−4U_{ -4 } es: $$\mathcal{B}_{U_{-4}} = \left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} -1\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array} \right) \right\}$$ El siguiente paso es ortonormalizar esta base, mediante el método de Gram-Schmidt. Llamemos viv_i a los vectores de esta base hallada. Llamamos u1=v1=(1100)u_1 = v_1 = \left(\begin{array}{c} 1\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array}\right)  Procedemos con el resto de vectores:

Construimos: $$\mathcal{U}_1 = \mathcal{L}(\{u_1\}) = \mathcal{L}(\left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) \right\})$$ Entonces $$\mathrm{proy}_{\mathcal{U}_1}(v_2)  = \frac{\langle v_2, u_1 \rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle} u_1  =  \frac{-1}{2} \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right)   = \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0\\ 0 \end{array} \right) $$ Y llamamos $$u_2  = v_2 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_1}(v_2) = \left(\begin{array}{c} -1\\ 0\\ 1\\ 0 \end{array}\right)  - \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 0\\ 0 \end{array} \right)  =  \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 1\\ 0 \end{array} \right) $$ Construimos: $$\mathcal{U}_2 = \mathcal{L}(\{u_1, u_2\}) = \mathcal{L}(\left\{\left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) , \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 1\\ 0 \end{array} \right) \right\})$$ Entonces $$\mathrm{proy}_{\mathcal{U}_2}(v_3)  = \frac{\langle v_3, u_1 \rangle}{\langle u_1, u_1 \rangle} u_1+\frac{\langle v_3, u_2 \rangle}{\langle u_2, u_2 \rangle} u_2  =  \frac{-1}{2} \left( \begin{array}{c@{}} 1\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right) +\frac{{\left.{  1}\right/{ 2}}}{{\left.{  3}\right/{ 2}}} \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ {\left.{  1}\right/{ 2}}\\ 1\\ 0 \end{array} \right)   = \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  2}\right/{ 3}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ 0 \end{array} \right) $$ Y llamamos $$u_3  = v_3 - \mathrm{proy}_{\mathcal{U}_2}(v_3) = \left(\begin{array}{c} -1\\ 0\\ 0\\ 1 \end{array}\right)  - \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  2}\right/{ 3}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ 0 \end{array} \right)  =  \left( \begin{array}{c@{}} - {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ - {\left.{  1}\right/{ 3}}\\ 1 \end{array} \right) $$

Y así hemos llegado a un sistema ortogonal formado por los vectores uiu_i. Debemos normalizar ahora los vectores de este sistema ortogonal que tenemos, multiplicando cada uno por el inverso de su norma, llegando a la siguiente base ortonormal de U−4U_{ -4 }. ℬ′U−4={12(1100),162(−121210),12⋅33(−1313−131)}=={(222200),(−6666630),(−3636−3632)}\begin{array}{rcl}\mathcal{B}'_{U_{-4}} & = & \left\{\frac{1}{\sqrt{2}}\left( \begin{array}{c} 1\\ 1\\ 0\\ 0 \end{array} \right), \frac{1}{\frac{\sqrt{6}}{2}}\left( \begin{array}{c} \frac{-1}{2}\\ \frac{1}{2}\\ 1\\ 0 \end{array} \right), \frac{1}{\frac{2\cdot\sqrt{3}}{3}}\left( \begin{array}{c} \frac{-1}{3}\\ \frac{1}{3}\\ \frac{-1}{3}\\ 1 \end{array} \right)\right\} = \\ & = & \left\{\left( \begin{array}{c} \frac{\sqrt{2}}{2}\\ \frac{\sqrt{2}}{2}\\ 0\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{6}}{6}\\ \frac{\sqrt{6}}{6}\\ \frac{\sqrt{6}}{3}\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{3}}{6}\\ \frac{\sqrt{3}}{6}\\ \frac{-\sqrt{3}}{6}\\ \frac{\sqrt{3}}{2} \end{array} \right)\right\} \\\end{array}

Definimos

ℬ=ℬ′U0∪ℬ′U−4={(12−121212),(222200),(−6666630),(−3636−3632)}\mathcal{B} = \mathcal{B}'_{U_{0}} \cup \mathcal{B}'_{U_{-4}} = \left\{\left( \begin{array}{c} \frac{1}{2}\\ \frac{-1}{2}\\ \frac{1}{2}\\ \frac{1}{2} \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{\sqrt{2}}{2}\\ \frac{\sqrt{2}}{2}\\ 0\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{6}}{6}\\ \frac{\sqrt{6}}{6}\\ \frac{\sqrt{6}}{3}\\ 0 \end{array} \right), \left( \begin{array}{c} \frac{-\sqrt{3}}{6}\\ \frac{\sqrt{3}}{6}\\ \frac{-\sqrt{3}}{6}\\ \frac{\sqrt{3}}{2} \end{array} \right)\right\}

Es una base ortonormal de ℝ4\mathbb{R}^{4}, formada únicamente por autovectores de la matriz AA.

Además, la matriz PP del cambio de base de esta base ℬ\mathcal{B} a la canónica, formada por los vectores de ℬ\mathcal{B} puestos por columnas, es ortogonal y nos proporciona la relación entre AA y la matriz diagonal DD de los autovalores: 

$$\begin{array}{rcl}D & \!\! = \!\! & P^{\text{t}}\ A\ P = \\ & \!\! = \! & \!\!\! \left( \begin{array}{cccc@{}} \frac{1}{2} & \frac{-1}{2} & \frac{1}{2} & \frac{1}{2}\\ \frac{\sqrt{2}}{2} & \frac{\sqrt{2}}{2} & 0 & 0\\ \frac{-\sqrt{6}}{6} & \frac{\sqrt{6}}{6} & \frac{\sqrt{6}}{3} & 0\\ \frac{-\sqrt{3}}{6} & \frac{\sqrt{3}}{6} & \frac{-\sqrt{3}}{6} & \frac{\sqrt{3}}{2} \end{array} \right) \!\!\! \left( \begin{array}{cccc@{}} -3 & -1 & 1 & 1\\ -1 & -3 & -1 & -1\\ 1 & -1 & -3 & 1\\ 1 & -1 & 1 & -3 \end{array} \right) \!\!\! \left( \begin{array}{cccc@{}} \frac{1}{2} & \frac{\sqrt{2}}{2} & \frac{-\sqrt{6}}{6} & \frac{-\sqrt{3}}{6}\\ \frac{-1}{2} & \frac{\sqrt{2}}{2} & \frac{\sqrt{6}}{6} & \frac{\sqrt{3}}{6}\\ \frac{1}{2} & 0 & \frac{\sqrt{6}}{3} & \frac{-\sqrt{3}}{6}\\ \frac{1}{2} & 0 & 0 & \frac{\sqrt{3}}{2} \end{array} \right)  \\ &\!\! = \! & \!\! \left( \begin{array}{cccc@{}} 0 & 0 & 0 & 0\\ 0 & -4 & 0 & 0\\ 0 & 0 & -4 & 0\\ 0 & 0 & 0 & -4 \end{array} \right) \end{array}$$




EPUB/media/file4.png
aN VAN
NN NS
AV

N/





EPUB/media/file26.jpg





EPUB/media/file18.png
N
\/





EPUB/media/file21.jpg





EPUB/media/file13.png





EPUB/media/file27.jpg
R
S TN ——
R S i

NS T ==
B e g
R St






EPUB/media/file9.png
N,
SN
NS

N





EPUB/media/file28.png





EPUB/media/file23.png





EPUB/media/file10.png
N
NP





EPUB/media/file5.png
VAVAN
NN\
\/





EPUB/media/file15.png
AN
L]
\/





EPUB/media/file19.png
111

011 101 110

001 010 100

000





EPUB/media/file14.png





EPUB/media/file6.png





EPUB/nav.xhtml

Tabla de contenidos

		Introducción

		1 Preliminares		1.1 Teoría de conjuntos		1.1.1 Relaciones

		1.1.2 Aplicaciones

		1.1.3 Ejercicios





		1.2 Cardinalidad		1.2.1 Conjuntos finitos e infinitos

		1.2.2 Aplicaciones

		1.2.3 Ejercicios





		1.3 Divisibilidad y aritmética modular		1.3.1 Congruencias

		1.3.2 Anillos de enteros módulo n

		1.3.3 Aplicaciones

		1.3.4 Ejercicios









		2 Retículos y álgebras de Boole		2.1 Conjuntos parcialmente ordenados

		2.2 Retículos		2.2.1 Retículos algebraicos

		2.2.2 Subretículos

		2.2.3 Isomorfismo de retículos

		2.2.4 Elementos irreducibles





		2.3 Tipos de retículos		2.3.1 Retículos distributivos

		2.3.2 Retículos acotados

		2.3.3 Retículos complementados





		2.4 Álgebras de Boole		2.4.1 Definiciones básicas

		2.4.2 Representación en Álgebras de Boole

		2.4.3 Isomorfismos de Álgebras de Boole





		2.5 Funciones Booleanas		2.5.1 Definiciones básicas

		2.5.2 Formas normales





		2.6 Ejercicios





		3 Grupos, anillos y cuerpos		3.1 Grupos		3.1.1 La tabla de Cayley

		3.1.2 Algunos ejemplos útiles de grupos

		3.1.3 Subgrupos

		3.1.4 Grupos cíclicos

		3.1.5 Aplicaciones que preservan la estructura

		3.1.6 Clases laterales y conjuntos cociente





		3.2 Estructuras algebraicas con dos operaciones internas		3.2.1 Anillos

		3.2.2 Cuerpos

		3.2.3 Subanillos y Subcuerpos

		3.2.4 Isomorfismos de Anillos y Cuerpos

		3.2.5 Importancia de los Cuerpos Finitos (Cuerpos de Galois)





		3.3 Aplicaciones		3.3.1 Simetrías de Objetos Geométricos

		3.3.2 Codificación lineal





		3.4 Ejercicios





		4 Sistemas de ecuaciones lineales		4.1 Sistemas equivalentes

		4.2 Forma matricial

		4.3 Estudio de sistemas de ecuaciones lineales

		4.4 Matrices y sistemas escalonados

		4.5 Equivalencia de matrices

		4.6 Aplicación al cálculo del rango y de la inversa

		4.7 Métodos de factorización		4.7.1 Factorización LU

		4.7.2 Condiciones para la factorización

		4.7.3 Factorización LU con permutación





		4.8 Métodos numéricos iterativos		4.8.1 ¿Qué problemas hay con los métodos directos?

		4.8.2 ¿En qué se basan los métodos iterativos?

		4.8.3 Método de Jacobi

		4.8.4 Método de Gauss-Seidel

		4.8.5 Análisis de la convergencia y del error





		4.9 Ejercicios

		4.10 FALTA:





		5 Espacios Vectoriales		5.1 Qué es un subespacio vectorial

		5.2 Qué es un sistema de vectores linealmente independiente

		5.3 Qué es un sistema generador y el subespacio generado por un conjunto de vectores

		5.4 Cómo extraemos una base a partir de un sistema generador de un (sub)espacio vectorial

		5.5 Cómo encontrar la base (y la dimensión) para un subespacio vectorial		5.5.1 Partiendo de las ecuaciones paramétricas

		5.5.2 Partiendo de las ecuaciones cartesianas





		5.6 Cómo convertir entre ecuaciones cartesianas y paramétricas de un subespacio vectorial

		5.7 Cómo hallar la intersección de dos subespacios vectoriales

		5.8 ¿Es la unión de subespacios un subespacio?

		5.9 Cómo hallar la suma de dos subespacios vectoriales

		5.10 Qué dice el teorema de la dimensión

		5.11 Cómo calcular el subespacio suplementario de uno dado

		5.12 Cómo calcular las coordenadas de un vector con respecto a una base dada

		5.13 Cómo calcular la matriz de cambio de base entre dos bases de un mismo espacio vectorial





		6 Aplicaciones lineales		6.1 Qué propiedades básicas tienen las aplicaciones lineales

		6.2 Cuál es la matriz asociada a una aplicación lineal en unas bases dadas

		6.3 Cómo influye un cambio de base en la matriz asociada a una aplicación lineal

		6.4 Qué es y cómo determinar el núcleo de una aplicación lineal

		6.5 Cómo podemos identificar una aplicación lineal inyectiva

		6.6 Cómo calcular el subespacio imagen de una aplicación lineal

		6.7 Cómo identificar si una aplicación lineal es sobreyectiva

		6.8 Qué es un isomorfismo

		6.9 Cómo determinar la imagen de un subespacio vectorial

		6.10 A qué se llama rango y nulidad de la aplicación lineal

		6.11 Qué dice el teorema de la dimensión para núcleo e imagen





		7 Espacios Euclídeos		7.1 Qué son las normas y distancias

		7.2 Qué significa el concepto de ortogonalidad

		7.3 Qué es el complemento ortogonal de un subespacio

		7.4 Cómo calculamos la proyección de un vector sobre un subespacio

		7.5 Qué es y qué utilidad tiene una base ortonormal

		7.6 Cómo construimos una base ortonormal

		7.7 Qué es una matriz ortogonal y una aplicación ortogonal

		7.8 Qué es la diagonalización ortogonal

		7.9 Qué matrices son diagonalizables ortogonalmente





		8 Diagonalización		8.1 Qué son los autovalores de un endomorfismo y de una matriz

		8.2 Cómo calculamos los autovectores asociados a un autovalor

		8.3 Cómo sabemos si un endomorfismo o una matriz es diagonalizable

		8.4 Si una matriz es diagonalizable, cómo podemos hallar sus potencias

		8.5 Para qué podemos utilizar el Teorema de Cayley-Hamilton





		9 Problemas Resueltos		9.1 Espacios V